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Численное моделирование развития локализованных возмущений  
в сверхзвуковом пограничном слое 

Сергей Александрович Гапонов1, Александр Николаевич Семенов2 
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Аннотация
Численно исследовано развитие локализованных возмущений в сверхзвуковом пограничном слое для числа 
Маха M = 2. Установлено, что скорость переднего фронта больше скорости заднего фронта, что согласуется 
с экспериментальными данными. В области переднего фронта возникают колебания по мере движения волно-
вого пакета вниз по потоку, и их амплитуда растет во времени. Для сравнения результатов численного модели-
рования с классической теорией устойчивости волновой пакет раскладывался в спектр по частотам и волновым 
числам. Максимальный вклад в суммарное возмущение принадлежит волнам с углами наклона фронта волны 
к передней кромке пластины, равными примерно 60 градусам. Пространственные коэффициенты их усиления 
хорошо согласуются с данными теории устойчивости локально непараллельных течений. Соответствие ухудша-
ется при меньших углах наклона из-за их малости относительно вклада волн с углами 60 градусов и нелинейно-
го взаимодействия с волнами разных частот и наклонов.

Ключевые слова
сверхзвуковое течение, пограничный слой, гидродинамическая устойчивость, ламинарно-турбулентный пере-
ход, локализованные возмущения 
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Abstract
The development of localized perturbations in the supersonic boundary layer for Mach number M = 2 is numerically 
investigated. It is found that the leading edge velocity is greater than the trailing edge velocity, which is in agreement 
with the experimental data. In the leading front oscillations occur as the wave packet moves downstream and their am-
plitude increases in time. To compare the numerical simulation results with classical stability theory, the wave packet 
was decomposed into a spectrum on frequencies and wave numbers. The maximum contribution to the total perturbation 
belongs to waves with angles of inclination of the wave front to the plate leading edge equal to about 60 degrees. Their 
spatial amplification rate agree well with the data of the stability theory of locally nonparallel flows. The agreement 
deteriorates at smaller inclination angles due to their smallness relative to the contribution of waves with angles of 60 
degrees and the nonlinear interaction with waves of different frequencies, and inclinations.

Keywords
supersonic flow, boundary layer, hydrodynamic stability, laminar-turbulent transition, localized perturbations

Funding
The work was perform within the framework of the state assigned task of  ITPM SB RAS.

For citation
Gaponov S. A., Semenov A. N., Yatskikh A. A. Numerical simulation of the localized perturbations development in the 
supersonic boundary layer. Siberian Journal of Physics, 2025, vol. 20, no. 1, p. 9–19. (in Russ.) DOI 10.25205/2541-
9447-2025-20-1-9-19

Введение
В связи с проблемой ламинарно-турбулентного перехода пограничного слоя особое место 

занимает проблема порождения турбулентных пятен. Турбулентные пятна изучаются с тех пор, 
как Эммонс обнаружил их существование в 1951 г. [1]. Обзор ранних работ по развитию турбу-
лентных пятен в пограничных слоях приведен в [2]. Наряду с естественными турбулентными 
пятнами в работах [3; 4] начались исследования искусственных пятен, генерируемых локали-
зованными начальными возмущениями. Впервые развитие линейных волновых пакетов в до-
звуковом пограничном слое было изучено в [5; 6]. Обзор других работ по экспериментальным 
исследованиям развития локализованных возмущений и формирования турбулентных пятен 
можно найти в [7]. В ней на основе фотографий, взятых из работ [8–10], обращается внимание 
на то, что в следе за турбулентным пятном наблюдаются продольные структуры. В книге [11] 
приведена обширная библиография по экспериментальному исследованию продольных струк-
тур и их взаимодействия с турбулентными пятнами в дозвуковых течениях. Кроме того, в [11] 
описана теория формирования продольных структур на основе оптимальных возмущений [12].

Другие подходы к генерации полосчатых структур основаны на исследованиях непрерыв-
ного спектра задачи неустойчивости дозвукового пограничного слоя [13–15] и резонансной 
теории взаимодействия вихревых возмущений внешнего потока с пограничным слоем [16]. 

Наряду с исследованиями турбулентных пятен в дозвуковом пограничном слое в [17; 18] 
было начато их изучение в сверхзвуковых потоках. Достаточно полный обзор таких работ име-
ется в [19]. Экспериментальному исследованию локализованных возмущений в сверхзвуковом 
пограничном слое посвящена работа [20].
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Прямое численное моделирование роста пятен в сверхзвуковых пограничных слоях 
при M = 2, 4 и 6 было проведено в [21], а для M = 6 – в [22]. В этих работах исследовались 
возмущения большой амплитуды, т. е. в условиях сильной нелинейности. 

В данной работе проводится прямое численное моделирование развития малых локали-
зованных возмущений в пограничном слое при числе M = 2, в условиях экспериментов [20].

1. Постановка задачи, основные уравнения, численный метод
Течение газа описывается известными уравнениями Навье – Стокса, неразрывности, энер-

гии и состояния [23]: 
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Здесь v – скорость с u = v1, v = v2, w = v3 в x = x1, y = x2, z = x3 – направлениях; p, ρ, T − дав-
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3 2

 − динамическая вязкость; cp – удельная 

теплоемкость при постоянном давлении. Теплопроводность принималась в соответствии с ки-
нетической теорией, температура основного потока Tr = 164 °K, Ts = 110 °K, скорость набегаю-
щего потока U∞ ≈ 500 м/с, давление 6000 Па, что соответствовало единичному числу Рейнольд-
са Re1 = (Uρ/μ)∞ = 6,5 · 106/м.

Расчетная область схематично представлена на рис. 1. A`D`BC – пластина с источником 
возмущения. Длина пластины равнялась 140 мм, перед пластиной задавалась полоса шири-
ной AA`= 5 мм. На пластине задавались условия адиабатической стенки. Высота расчетной 
области соответствовала примерно 20 мм, и на верхней границе (EFGH) задавались неотража-
ющие граничные условия. Ширина расчетной области AD принималась равной 40 мм и была 
достаточной, чтобы возмущения от источника, расположенного на расстоянии 30 мм от перед-
ней кромки пластины, не достигали боковых стенок. Граничные условия задавались на входе 
(AEFD) и выходе (BCGH).

Рис. 1. Расчетная область
Fig. 1. Calculation domain
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В расчетной области была построена структурированная сетка со сгущением по коорди-
нате y вблизи пластины. Количество ячеек по x было равно 750, по z –200 и по y –400. Расчеты 
проведены программным комплексом ANSYS.  

Задача решалась в два этапа. На первом этапе решалась стационарная задача. На втором 
этапе задача решалась при наличии локализованного возмущения, которое создавалось вду-
вом воздуха через отверстие диаметром 1 мм, расположенное по центру пластины. В течение 
первых нескольких микросекунд нормальная скорость над отверстием принималась равной 
25 м/с, затем она принималась равной нулю на всей поверхности пластины.  Длительность 
расчета равнялась 1000 мс, шаг по времени составлял 10–2 мкс. Результаты, представленные 
в данной работе, получены при длительности вводимого импульса равного 25 мсек.

2. Обсуждение результатов
В результате расчетов были получены значения возмущений, зависящих от времени и ко-

ординат. 
Как численно, так и экспериментально [20] было получено, что максимальные воз-

мущения наблюдаются при ymax, где безразмерный массовый поток основного течения 
ρU(y)/(ρU)∞  ≈ 0,6 – 0,8. Ниже будут приведены результаты расчетов возмущений массового 
потока только при ymax. На рис. 2 представлена типичная картина волнового пакета длительно-
стью 25 мкс, полученного в результате численного моделирования (рис. 2, а) и эксперимента 
(рис 2, б) выполненных при идентичных параметрах. Некоторое расхождение контуров воз-
мущения обусловлено в первую очередь на порядок большим возмущением в эксперименте 
и как следствие нелинейными процессами. 
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Рис. 2. Изолинии пульсаций массового потока волнового пакета в плоскости (z, t):  
а – ПЧМ (Rex = 0,39 ‧ 106); б – эксперимент [20] (Rex = 0,36 ‧ 106)

Fig. 2. Mass flux pulsations isolines of the wave packet in the (z, t) plane:  
a – numerical simulation (Rex = 0.39 ‧ 106); б – experimental data (Rex = 0.36‧106)

Зависимости возмущений потока массы от времени при z = 0 и двух значениях продоль-
ной координаты представлены на рис. 3: x = 60 мм (Rex = xRe1 = 0,39 ‧ 106); x = 100 мм (Rex = 
= 0,65  ‧ 106). Видно, что суммарная интенсивность возмущений уменьшается с ростом про-
дольной координаты. В то же время, по мере движения волнового пакета вниз по потоку, в об-
ласти переднего фронта возникают колебания, амплитуда которых растет со временем. 

а



Гапонов С. А. и др. Численное моделирование развития локализованных возмущений� 13

ISSN 2541-9447
Сибирский физический журнал. 2025. Том 20, № 1

Siberian Journal of Physics, 2025, vol. 20, no. 1

0.0 0.2 0.4

 t, мс
-2

-1

0

1
     x = 60 мм

  0.0 0.2 0.4

 t, мс
-1

0

1

 m
', 

%

           x = 100 мм

Рис. 3. Зависимость возмущений потока массы от времени при z = 0 на двух расстояниях  
от передней кромки пластины: x = 60 и 100 мм

Fig. 3. Time dependence of mass flux perturbations at z = 0 on two distances  
from the plate leading edge: x = 60 and 100 mm
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Рис. 4. Волновой пакет массового потока в плоскости (y, t) при z = 0 и x = (60, 80, 100) мм 
Fig. 4. Mass flux wave packet in the (y, t) plane at z = 0 and x = (60, 80, 100) mm

На рис. 4 показано изменение формы волнового пакета в плоскости (y, t) с перемеще-
нием вниз по течению при z = 0. Максимальное отклонение от основного течения при всех 
значениях x находится примерно при y ≈ 0,4 мм, что соответствует, примерно третьей части 
толщины пограничного слоя или, как было сказано выше, положению, где относительный мас-
совый поток основного течения составляет значение примерно равное 0,7. Весь пакет занимает 
примерно 2/3 толщины слоя. По мере смещения пакета вниз по течению увеличивается число 
превышений и дефектов массового потока относительно основного течения.

На рис. 5 показана динамика волнового потока при его перемещении вниз по потоку. При пе-
ремещении низ по течению ширина волнового пакета расширяется, число максимумов и дефек-
тов массового потока увеличивается, аналогично тому, что наблюдается и в плоскости (y, t).
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Рис. 5. Волновой пакет массового потока в плоскости (z, t) при x = [60 (а), 80 (б), 100 (в)] мм 
Fig. 5. Mass flux wave packet in the (z, t) plane at x = [60 (а), 80 (б), 100 (в)] mm 
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Для сопоставления результатов прямого численного моделирования с линейной теорией 
гидродинамической устойчивости необходимы данные о развитии возмущений заданной ча-
стоты. С этой целью волновой пакет массового потока, при фиксированных ymax и x, расклады-
вался в спектр по частотам и боковым волновым числам в соответствии с преобразованием:

	 ( ( 2 )
max maxA ( ) ( , )exp( ( )) ( , , , ) .i z ft

f f fx A x y i x m x y t z e dtdz
∞ ∞

− β − π
β β β

−∞ −∞

′= Φ = ∫ ∫

Рис. 6. Амплитудные β-спектры на разных расстояниях от передней кромки пластина 
 на частотах: 10, 16, 22 и 26 кГц

Fig. 6. Amplitude β-spectra at different distances from the plate leading edge  
at frequencies: 10, 16, 22 and 26 kHz

На рис. 6 показаны амплитудные спектры по волновым числам для четырех частот: f = 10, 
16, 22 и 26 кГц. Можно заметить, что максимальное значение амплитуды соответствует волно-



Гапонов С. А. и др. Численное моделирование развития локализованных возмущений� 15

ISSN 2541-9447
Сибирский физический журнал. 2025. Том 20, № 1

Siberian Journal of Physics, 2025, vol. 20, no. 1

вому числу β ≈ 1 рад/мм. Кроме того, было получено, что при принятых параметрах расчетов 
максимальное значение достигается при x = 100 мм для частоты f = 16 кГц. При 10 < f < 16 кГц 
возмущения с β ≈ 1 рад/мм растут с увеличением х. В области f > 22 кГц соответствующие 
возмущения имеют максимумы в интервале х < 100 мм. Это означает, что исследованные низ-
кие частоты, f = 10 и 16 кГц, в диапазоне х < 100 мм принадлежит внутренней (неустойчивой) 
области нейтральной кривой. Высокие частоты, f = 22 и 26 кГц, при х > 100 мм находятся 
во внешней (устойчивой) области нейтральной кривой, выше верхней ветви кривой. 

По зависимости фазы от продольных координат можно определить волновое число αr в на-
правлении x и угол между направлением основного потока и вектором κ = αrix + βiz , где ix, 
iz – единичные векторы координат. Соответствующий пересчет результатов для f = 16 и 22 кГц 
показан на рис. 7, где κ = arctg(β/αr). Как видно, наибольшие амплитуды возмущений соответ-
ствуют углам κ ≈ 60°.

Рис. 7. Зависимости амплитуд от угла наклона волны на разных расстояниях от передней кромки пластина  
для двух частот: 16, 22 кГц

Fig. 7. Dependences of amplitudes on the wave inclination angle at different distances  
from the plate leading edge for two frequencies: 16, 22 kHz

Зависимость амплитуды от продольной координаты, при фиксированном значении β по-

зволяет вычислить пространственный инкремент ( )ln f
i

d A
dx

β−α =  соответствующей волны. 

Можно показать, что при x = 65 мм, β = 0,8/мм и f = 16 кГц степень усиления –αi ≈ 9,5/м, 
а угол κ = 65°. Полученный коэффициент усиления близок к значению –αi = 9,1/м теории устой-
чивости параллельных течений, а угол наклона волнового вектора к направлению основного 
течения находится в полном соответствии с теорией, κ = 65°. Кроме того, при κ ≈ 40 и 75 граду-
сов возмущения практически не растут при всех значениях координаты x. Данные при κ ≈ 75° 
находятся в полном соответствии с теорией устойчивости параллельных течений. Что касается 
κ ≈ 40°, то в теории соответствующие волны нарастают, хотя и с меньшим темпом, –αi ≈ 7,8/м, 
в сравнении с –αi = 9,1/м при κ = 65°. В большой степени несоответствие теории устойчиво-
сти параллельных течений и численным моделированием локализованного возмущения име-
ет место относительно двумерных возмущений, β = κ = 0. Например, согласно приведенным 
данным, при f = 16кГц (рис. 8) возмущение с углами κ = 0 на расстоянии x = 65 мм затухает 
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(–αi ≈ –30/м), в то время как, согласно теории устойчивости параллельных течений, они долж-
ны нарастать (–αi ≈ 4,4/м). Причина такого несоответствия может заключаться в нелинейном 
влиянии волн с большими амплитудами (χ = 65°) на волны малых амплитуд (χ ≈ 0). По-видимо-
му, имеет место перекачка энергии двумерных возмущений в трехмерные волны, в том числе 
в волны других частот.

Заключение
Проведено прямое численное моделирование развития волнового пакета малой интенсив-

ности при сверхзвуковом обтекании пластины при числе Маха M = 2.
Как и в [20] установлено, что местоположение максимальных возмущений массового по-

тока находятся на расстоянии в положении, где безразмерный массовый поток основного по-
тока ρU(y)/(ρU)∞ ≈ 0,6–0,8.

По мере движения волнового пакета вниз по течению общая амплитуда возмущения умень-
шается, и в нем наблюдаются осцилляции.

Максимальный вклад в суммарное возмущение принадлежит волнам с волновыми числа-
ми β ≈ 0,8/мм, что соответствует углу наклона волнового вектора к передней кромке пластины 
примерно 65°. 

Полученные пространственные скорости усиления косой волны с большими углами на-
клона фронта волны относительно передней кромки пластины находятся в хорошем соответ-
ствии с данными теории устойчивости локально параллельных потоков. С уменьшением угла 
наклона волны соответствие теории устойчивости с данными, полученными на основании 
численного моделирования развития локализованного возмущения, нарушается, особенно это 
касается двумерных волн, углы наклона которых равны нулю. По-видимому, имеет место пере-
качка энергии (в результате нелинейного взаимодействия) двумерных возмущений в трехмер-
ные волны, в том числе в волны других частот. Проблема нелинейного развития волн в локали-
зованном возмущении и перехода последнего в турбулентное пятно нуждается в специальном 
исследовании.
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Аннотация
В рамках работы представлена концепция использования специальной системы в качестве несущей поверхно-
сти летательных аппаратов новых типов. В основе концепции лежит использование разработанного и запатен-
тованного авторами устройства – вариоформно-секционного крыла (ВФС-крыла). Эта несущая поверхность 
состоит из жесткого несущего каркаса и с гибкими силовыми элементами и эластичной обшивкой. С одной 
стороны, конструкция устройства позволяет организовать управление как течением на поверхности крыла, 
благодаря чему значительно улучшаются аэродинамические характеристики области критических углов атаки. 
С другой стороны, система позволяет управлять отклонением траектории аппарата путем изменения распреде-
ления давления на несущей поверхности. При этом летательный аппарат не нуждается в классических шарнир-
но-секционных рулевых элементах и сопряженных с ними системах приводов и агрегатов. В данной публикации 
продемонстрированы теоретические и экспериментальные данные, подтверждающие эффективность предло-
женных методов.
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самолет, адаптивное крыло, несущая поверхность, волнистое крыло, вариоформно-секционное крыло, 
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Abstract
Within the framework of this work the concept of using a special system as a bearing surface of new types of aircraft 
is presented. The concept is based on the use of the varioform-sectional wing (VFS wing) device developed and pat-
ented by the authors. This bearing surface consists of a rigid bearing frame and with flexible force elements and elastic 
cladding. On the one hand, the design of the device allows you to organize the control as a current on the surface of the 
wing due to what significantly improves aerodynamic performance in the area of critical angles of attack. On the other 
hand, the system allows to control the deflection of the vehicle trajectory by changing the pressure distribution on the 
carrier surface. In this case, the aircraft does not need classical articulated-section steering elements and associated drive 
systems and units. This publication demonstrates theoretical and experimental data confirming the effectiveness of the 
proposed methods.

Keywords
Airplane, adaptive wing, bearing surface; undulating wing, varioform-sectional wing, VFS wing, laminar-turbulent 
transition. flight control, flow stall, morphing wing
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В настоящее время достаточно динамично развивается концепция создания адаптивных 
и морфных летательных аппаратов [1]. Наиболее актуально это для аппаратов долговремен-
ного нахождения в воздухе, предназначенных для мониторинга и ретрансляции сигналов так 
называемой концепции высотных псевдоспутников HAPS [2]. Прежде всего это вызвано не-
обходимостью уменьшения аэродинамического сопротивления, а также сохранения работо-
способности органов управления в условиях изменяемой геометрии несущих поверхностей. 
В данной работе предлагается своя концепция адаптивного летательного аппарата на осно-
ве разработанного ВФС-крыла [3–5]. Кроме общего изменения формы, на такой поверхности 
используются также эффекты волнистого крыла, значительно улучшающего характеристики 
в области критических углов атаки и, как следствие, безопасность полета [6–10]. В основе 
концепции ВФС-крыла лежит использование специальной конструкции, состоящей из жест-
кого несущего каркаса и герметичных секторов с эластичной обшивкой. При этом управление 
аэродинамическими характеристиками такого аппарата происходит за счет общего изменения 
внешней формы и, как следствие, распределения давления на поверхности. Данный тип не-
сущей поверхности состоит из жесткого основания «1», формообразующих упругих нервюр 
«2» с ограничивающими гибкими проницаемыми вставками «3» и эластичной обшивки «4», 
способной растягиваться в межсекционных областях с образованием горбов и впадин (рис. 1). 
При создании внутри изолированной секции избыточного к атмосферному давления P1 по-
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верхность принимает форму, близкую геометрии образующих нервюр (рис. 1, а). При даль-
нейшем увеличении давления до P2 на поверхности образуются продольные потоку горбы 
(рис. 1, b), изменяющие не только само распределение давления на поверхности, но и развитие 
отрывных и переходных процессов течения. Создание недостаточного к атмосферному давле-
ния P3 внутри секции вынуждает обшивку вместе с гибкими нервюрами примыкать к жест-
кому основанию «1», принимая его форму (рис. 1, c). Таким образом, создавая необходимое 
изменение формы в определенном месте, можно осуществлять управление летательным ап-
паратом в целом. Работа состояла из двух частей. Первым этапом была выполнена оценочная 
часть работы, предназначенная для оптимизации геометрии элементов экспериментальной мо-
дели ВФС-крыла для последующего его изготовления. В качестве инструмента оптимизации 
формы профиля жесткого основания «1» и формообразующих нервюр «2» (см. рис. 1.) была 
использована программа X-foil [11]. Целью оптимизации было достижение наибольшей раз-
ницы в коэффициенте подъемной силы в предельных случаях изменения геометрии «а», «b» 
и «с» (рис. 1). В результате оптимизации были получены параметры формы жестких и упругих 
элементов ВФС-крыла (рис. 2). Следующим этапом работ был выполнен аэродинамический 
эксперимент в трубе Т-324 ИТПМ СО РАН. Данные собирались с помощью АЦП с 6-компо-
нентных тензометрических аэродинамических весов (рис. 3, 4) с вантовым креплением модели 
с накоплением и последующей обработкой на ПК.

Рис. 1. ВФС-крыло: 1 – жесткое основание; 2 – наружные части нервюр;  
3 – гибкая формообразующая вставка; 4 – эластичная обшивка.

Различные случаи формирования обшивки в зависимости от внутрисекционного давления: a – формирование об-
шивки в пределах ограничивающих нервюр с помощью избыточного давления P1 = 200 Па; b – формирование об-
шивки с внешними горбами с помощью избыточного давления P2 =1000 Па; c – формирование обшивки на жестком 

основании путем создания недостаточного давления P3 = –5000 Па
Fig. 1. VFS wing: 1 – rigid base; 2 – outer parts of ribs; 3 – flexible forming insert; 4 – flexible skin. 

Different cases of skin formation depending on the in-section pressure:
a – forming of the skin within the confining nervures by means of overpressure P1 = 200 Pa; b – formation of the skin 
with external humps by means of overpressure P2=1000 Pa; c – formation of the skin on a rigid base by means of creating 

insufficient pressure P3 = –5000 Pa
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Рис. 2. Характеристики профилей для оптимизированной формы при различных конфигурациях управления гео-
метрией ВФС-крыла, полученные в X-foil. Расчетные случаи «a», «b» и «c» соответствуют рис 1.

Ws – верх (a), низ (a); Wt – верх (a), низ (c); Wb – верх (c), низ (a); Wu – верх (b), низ (b); Wg – верх (b), низ (c);  
Wf – верх (c), низ (b)

Fig. 2. Characteristics of profiles for the optimized shape at different configurations of control of VFS wing geometry 
obtained in X-foil. The calculated cases “a”, “b” and “c” correspond to Fig. 1.

Ws – top (a) bottom (a); Wt – top (a) bottom (c); Wb – top (c) bottom (a); Wu – top (b) bottom (b); Wg – top (b) bottom 
(c); Wf – top (c) bottom (b)

Рис. 3. Схема экспериментальной установки:  
1 – рабочая часть трубы; 2 – модель крыла; 3 – подвижные подвесы; 4 – основные измерительные тензодатчики;  
5 – компенсирующие измерительные тензодатчики; 6 – ванты крепления модели; 7 – заглушка смотрового окна  

с элементами крепления подвижного основания; 8 – механизм управления углом атаки
Fig. 3. Schematic diagram of the experimental setup:  

1 – working part of the tube; 2 – wing model; 3 – movable hangers; 4 – main measuring strain gauges; 5 – compensating 
measuring strain gauges; 6 – model fastening cables; 7 – observation window plug with elements for fastening the 

movable base; 8 – аngle of attack control mechanism
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Рис. 4. Модель ВФС-крыла в рабочей части трубы. Рабочая часть трубы Т-324 ИТПМ СО РАН. Слева и справа 
подходят пневматические трассы для управления перепадом давления в нижнем и верхнем секторах

Fig. 4. Model of the VFS wing in the working part of the tube. The working part of the tube T-324 of ITPM SB RAS. On 
the left and right are suitable pneumatic traces for controlling the pressure drop in the lower and upper sectors

Рис. 5. График зависимости коэффициентов Cya и Cxa  
от угла атаки α, V = 20 м/с, Re = 250 000, степень турбулентности потока Tu = 0,04 %

Fig. 5. Graph of the dependence of the coefficients Cya and Cxa on the angel of attack α, V= 20 m/s, Re = 250,000,  
the level of flow turbulence Tu = 0,04 %.
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Измерения проводились при скорости набегающего потока 20 м/с, степени турбулент-
ности Tu – 0,04  % при углах атаки α от 0 до +21°. При этом избыточное к атмосферному 
давление P1 = 200 Па и P2 = 1000 Па создавалось с помощью компрессора, а недостаточное 
P3 = –5000 Па при помощи вакуумного насоса. После установления необходимой комбинации 
давлений в секторах ВФС-крыла производился автоматизированный сбор данных с помощью 
АЦП L-Card E14-440 и записи на ПК в заданном диапазоне изменения угла атаки.

Данные собирались в связанной с весами системе координат с дальнейшей обработкой 
и получением аэродинамических коэффициентов подъемной силы Cya  и силы сопротивления 
Cxa в скоростной системе координат (рис. 5).

На рис. 5 конфигурация Ws соответствует надуву давлением P1 верхнего и нижнего секто-
ра при этом обшивка принимает форму ограничивающей нервюры. Wg соответствует надуву 
верхнего сектора давлением P2, и созданию разряжению до P3 в нижнем секторе, при этом 
на верхней поверхности образуются выпуклые горбы. Wf соответствует надуву нижнего сек-
тора давлением P2, и разряжению верхнего сектора до P3, при этом на нижней поверхности 
образуются выпуклые горбы (см. рис. 1).

На рис. 5 можно наблюдать, что при конфигурации Wg в области докритических углов 
атаки прирост коэффициента Cya составляет 0,12 ± 0,02 по с сравнению с изначальной кон-
фигурацией Ws. В конфигурации Wf происходит уменьшение подъемной силы на величину 
0,08 ± 0,02 по отношению к исходной конфигурации. Таким образом, в области докритических 
углов атаки общая разница в Cya между предельными конфигурациями составляет 0,2 ± 0,02. 
Также по графикам можно наблюдать значительное изменение критических углов атаки в за-
висимости от конфигурации ВФС-крыла. В конфигурации Wg происходит рост критического 
угла атаки на 3° и коэффициента максимальной подъемной силы на 20 % от изначальной кон-
фигурации. В случае Wf критический угол атаки уменьшается на 6° а коэффициент максималь-
ной подъемной силы Cya падает на 40 %. В области докритических углов атаки сопротивле-
ние крыла значительно не меняется. Так как для случая Wf срыв потока начинается с α = 12°, 
то и с этого угла атаки наблюдается значительный рост сопротивления. Для конфигурации Wg 
значительный рост сопротивления начинается после α = 21°, что соответствует критическому 
углу атаки.

Заключение
Оптимизация формы профиля модели позволила получить максимальные перепады коэф-

фициента подъемной силы в рамках физически осуществимой геометрии. Однако совпадение 
прогнозируемого прироста подъемной силы по сравнению с экспериментом наблюдается толь-
ко на качественном уровне. Более точную оценку изменения аэродинамических коэффициен-
тов может дать моделирование обтекания в трехмерной постановке с учетом всей геометрии.

С точки зрения управления летательным аппаратом перепада коэффициента подъемной 
силы достаточно для управления по крену. Конфигурация при надутой верхней поверхности 
на обоих консолях крыла может выполнять роль закрылков во взлетной и посадочной конфи-
гурациях полета. А сдутая на обеих консолях верхняя поверхность может выполнять функ-
цию воздушного тормоза. Управляя разряжением верхней и нижней поверхности, можно из-
менять аэродинамическое сопротивление консолей крыла, осуществляя управление аппаратом 
по рысканию.

Эффективности данной опробованной конфигурации будет достаточно для управления 
полетом маломаневренного аппарата. В особенности это актуально для аппаратов мониторин-
га, патрулирования и ретрансляторов связи. Использование ВФС-крыла позволит создавать 
стратосферные самолеты с изменяемой геометрией.
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Аннотация
Представлены результаты исследования устойчивости сверхзвукового пограничного слоя по отношению к есте-
ственным возмущениям первой вихревой моды. Поверхность модели плоской пластины была оборудована ка-
вернами (прямоугольными углублениями, пазами) малой глубины (h = 0,18 мм, число Рейнольдса Reh ≈ 1000) 
с различными углами их ориентации 0 и 60°. Эксперименты проводились при числе Маха М = 2. Обнаружено, 
что при уменьшении угла ориентации продольных каверн от 60° до 0 максимальные инкременты роста возму-
щений снижаются и при нулевом угле становятся меньше их значений для гладкой пластины. Полученные ре-
зультаты показывают, что возмущения первой моды в сверхзвуковом пограничном слое можно стабилизировать 
продольными кавернами периодической структуры малой глубины, однако наличие каверн той же глубины, 
но ориентированных под углом 60°, приводит к заметной дестабилизации течения.
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Abstract 
The paper presents results of experimental investigation on the stability of the supersonic boundary layer in relation to 
natural disturbances of the first vorticity mode. The surface of the flat plate model was equipped with grooves (slots, 
rectangular elongated cavities) of small depth and various angles of their orientation 0 and 60°. Wind tunnel experi-
ments have been performed at Mach number 2. It was found that with decrease of orientation angle from 60° to 0 the 
maximum spatial amplification rate of disturbances is also decreased. For zero angle this growth rate becomes smaller 
in comparison with a smooth plate. The obtained results show that the first mode disturbances in supersonic boundary 
layer can be stabilized by streamwise grooves of a small depth. However, presence of surface grooves of the same depth 
with orientation angle 60° leads to noticeable flow destabilization. 
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Введение
Работа направлена на решение одной из фундаментальных проблем механики жидкости 

и газа, связанной с возникновением турбулентности в сверхзвуковых пограничных слоях – ис-
следование нового (ранее не применявшегося при сверхзвуковых скоростях обтекания) спосо-
ба стабилизации сверхзвукового пограничного слоя на плоской пластине с помощью продоль-
ных каверн периодической структуры.

Еще в 90-е гг. XX в. было опубликовано много работ (например, [1]) по влиянию риблет 
(рёбер) и каверн на дозвуковой пограничный слой на плоской пластине с целью уменьшения 
вязкого сопротивления, турбулентного трения, управления продольными структурами, иссле-
дования процесса развития уединенного волнового пакета и вихрей в пограничном слое и т. д. 

Также активно исследовалось влияние риблет и каверн (в основном, риблет) на разви-
тие в дозвуковом пограничном слое возмущений Толлмина – Шлихтинга и на ламинарно-тур-
булентный переход. Результаты были противоречивы – были получены как задержка [2], так 
и ускорение [3] перехода. 

В первом-втором десятилетии XXI в. было выполнено много работ (более 50, например, 
[4–6]) на двумерных телах (пластинах, конусах) по стабилизации второй (акустической) моды 
пористым покрытием, микрополостями, прямоугольными щелями, волнистой поверхностью, 
шероховатостью, выступами и т. д. И до 2021 г. превалировала точка зрения о том, что сверхзву-
ковой пограничный слой стабилизировать с помощью каверн нельзя. 
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Целью работы [7], вышедшей в 2021 г., было изучение того, применима ли концепция аку-
стического метаматериала для подавления возмущений первой моды в сверхзвуковом погра-
ничном слое. И однозначного ответа на поставленный вопрос в этой работе получено не было. 
Поэтому нами и было принято решение провести исследования по стабилизации сверхзвуко-
вого пограничного слоя с помощью каверн периодической структуры. 

Одновременно с нашей подготовкой к проведению таких исследований в 2022 г. была опу-
бликована статья [8] группы из Китая, в которой приведены результаты попытки расчетным пу-
тем с помощью каверн (слотов, акустической метаповерхности) стабилизировать первую моду 
при М = 4. И в расчетах по линейной теории устойчивости (ЛТУ, LST), и при прямом численном 
моделировании (DNS) использовались только двумерные уравнения. Полученные в работе дан-
ные оказались противоречивыми. Если с помощью линейной теории устойчивости удалось (прав-
да, крайне незначительно) стабилизировать возмущения первой моды, то при более точных расче-
тах с помощью уравнений Навье – Стокса (DNS) (когда учитывались рециркуляционные потоки 
внутри щелей и чередующиеся волны расширения и сжатия, индуцированные на краях щелей, 
что игнорировалось в расчетах по ЛТУ) добиться стабилизации первой моды не удавалось. Ис-
пользуемая авторами широкополосная акустическая метаповерхность дестабилизировала первую 
моду по сравнению с гладкой стенкой и привела к большим амплитудам флуктуаций давления 
на поверхности. Лишь на нагретой стенке и на укороченном участке акустической метаповерх-
ности (несмотря на то, что амплитуды возмущений давления стенки в области метаповерхности 
были больше, чем соответствующие амплитуды на гладкой стенке) эти амплитуды ниже по потоку 
от метаповерхности постепенно уменьшались, что показывает возможность стабилизации про-
цесса усиления первой моды с помощью акустической метаповерхности. Правда, в этой работе 
было существенное ограничение – использовались только поперечные каверны с углом их ориен-
тации по отношению к набегающему потоку φ = 90°. В настоящей работе рассмотрены каверны 
с углами ориентации φ = 0 и 60°, поскольку именно при уменьшении угла от φ = 90° до 0 ожида-
ется уменьшение «шероховатости», вызванной рециркуляционными потоками внутри щелей и че-
редующимися волнами расширения и сжатия, индуцированными на краях щелей. В результате 
возмущения первой моды, вызванные этой «шероховатостью», должны уменьшаться. Опублико-
вание статьи [8] говорит о том, что тема нашей работы является актуальной. 

До 2021 г. существовала точка зрения, что сверхзвуковой пограничный слой, в котором 
ламинарно-турбулентный переход (ЛТП) определяется первой модой возмущений (волнами 
Толлмина  –  Шлихтинга), стабилизировать с помощью продольных каверн периодической 
структуры нельзя. Однако результаты ряда исследований привели авторов настоящей работы 
к уверенности в том, что стабилизировать сверхзвуковой пограничный слой с помощью каверн 
очень малой глубины можно. В статье [9] авторов данной работы по влиянию глубины пор (не-
которого аналога каверн) на устойчивость сверхзвукового пограничного слоя было показано, 
что уменьшение толщины проницаемого (пористого) покрытия ведет к благоприятному в от-
ношении стабилизации изменению нестационарного течения газа внутри пористого покрытия. 

Целью данной работы является выяснение возможности получения стабилизация есте-
ственных возмущений сверхзвукового пограничного слоя с помощью каверн периодической 
структуры и, в частности, выявление влияния угла ориентации каверн на развитие возмущений. 

Методика эксперимента
Конкретная задача в планируемых исследованиях была подобрать такие параметры каверн 

(канавок, бороздок, слотов), при которых сверхзвуковой пограничный слой на плоской пласти-
не можно сделать более устойчивым. 

Эксперименты были проведены в аэродинамической трубе Т-325 ИТПМ СО РАН [10] 
при числе Маха набегающего потока М∞ = 2, температуре торможения потока Т0 = 290 K и зна-
чении единичного числа Рейнольдса Re1∞ = 6 ⋅ 106 м–1. 
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В качестве модели была использована теплоизолированная плоская пластина, изготовлен-
ная из нержавеющей стали, длиной 440 мм, толщиной 10 мм и шириной 200 мм; с носиком, 
скошенным под углом 14°, и радиусом притупления передней кромки менее 0,05 мм. На участ-
ке 53 ≤ x ≤ 165 мм рабочей поверхности на всю ширину пластины в модели был сделан паз 
глубиной 4,3 мм, куда поочередно вставлялись вставки-пластинки с кавернами периодической 
структуры. Пластина жестко крепилась к боковым стенкам рабочей части трубы и устанавли-
валась под нулевым углом атаки. 

Авторами настоящей работы ранее было установлено, что использование прямоугольных 
продольных каверн глубиной h = 0,18  мм (число Рейнольдса Reh ≈ 1000) приводит к тому, 
что возмущения пограничного слоя нарастают медленнее, чем на гладкой пластине. Поэтому 
были изготовлены две пластинки-вставки с прямоугольными кавернами глубиной h = 0,18 мм 
и углами ориентации каверн φ = 0 и 60°. Ширина каждой каверны по нормали составила 0,6 мм, 
ширина ребра между кавернами также 0,6 мм. Таким образом, шаг каверн был 1,2 мм. 

Рис. 1. Пластинка-вставка с наклоненными к набегающему потоку  
под углом φ кавернами

Fig. 1. Insert with the slots oblique under the angle φ in relation to the free-flow slots

На рис. 1 приведен упрощенный чертеж пластинки-вставки с наклонными по отношению 
к набегающему потоку под углом φ кавернами. 

Измерения устойчивости пограничного слоя к естественным возмущениям были выпол-
нены с помощью термоанемометра постоянного сопротивления с однониточным датчиком 
из вольфрамовой нити диаметром 10 мкм и длиной 1,5 мм. 

Исследования возмущений в пограничном слое модели были проведены в слое, близком 
к слою с максимальными пульсациями, при E = const (E – среднее напряжение в диагонали 
моста термоанемометра), что соответствовало линии равного массового расхода. 

Средние и пульсационные характеристики потока измерялись с помощью автоматизиро-
ванной системы сбора данных, которой оборудована аэродинамическая труба Т-325. Пульса-
ционное напряжение с термоанемометра записывалось в персональный компьютер (ПК) с по-
мощью двенадцатиразрядного амплитудно-цифрового преобразователя с частотой отсчетов 
750 кГц. Среднее напряжение термоанемометра фиксировалось вольтметром и записывалось 
в персональный компьютер через последовательный порт. Амплитудно-частотный спектр  
A(f, x) рассчитывался как результат осреднения спектров мощности. 
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Результаты и их анализ
На рис.  2 показаны полученные в эксперименте кривые нарастания амплитуд возму-

щений по продольной координате A = A(x) на частотах f = 10, 15 и 20 кГц (а, б, в соответ-
ственно) для углов ориентации каверн φ = 0 и 60° (кривые 1, 2) и гладкой вставки (кривая 0). 
Видно, что если для f = 10 кГц и φ = 0 имеет место стабилизация возмущений вдоль потока, 
то при φ = 60° имеет место сильная дестабилизация. 

Также на рис. 2 видно, что для всех трех f = 10, 15 и 20 кГц возмущения при φ = 0 растут 
медленнее, чем на гладкой плоской пластине, а при φ = 60° – значительно быстрее. При этом 
нужно подчеркнуть, что в сверхзвуковом пограничном слое при М = 2 наиболее быстрора-
стущими являются трехмерные волновые возмущения с углом ориентации волнового частот 
вектора χ ≈ 60°. 

Рис. 2. Кривые нарастания амплитуды возмущений  
по продольной координате A(x) на частотах f = 10, 15  
и 20 кГц (а, б, в) для углов ориентации каверн ϕ = 0  

и 60° (кривые 1, 2) и гладкой пластины (0)
Fig. 2. Disturbance amplification curves A(x) along the 
streamwise coordinate for frequencies f = 10, 15 and 

20 kHz (a, b, c) for slot orientation angles ϕ = 0 and 60° 
(curves 1 and 2 respectively) and for the smooth plate 

(curves 0)

На рис. 3 приведены скорости пространственного роста возмущений –αi в зависимости 
от частоты f при x = 95 мм и углах ориентации каверн φ = 0 и 60° (кривые 1, 2). Проводится 
сравнение с экспериментальными данными (кривая 0) для гладкой вставки. Видно, что по мере 
уменьшения угла ориентации каверн от 60° до 0 максимальные скорости пространственного 
роста возмущений снижаются. И при φ = 0 они становятся меньше соответствующего значения 
для гладкой пластины. 

На рис.  4 представлены максимальные скорости пространственного роста возмущений 
( ),max maxi if

−α = −α  в зависимости от углов ориентации каверн (φ = 0 и 60°) при x = 95 мм. 

Пунктирной линией показано значение для гладкой вставки. Видно, что по мере уменьше-
ния угла ориентации каверн максимальные скорости пространственного роста возмущений 
уменьшаются. При этом максимальные инкременты роста возмущений при φ = 0 меньше, чем 
на гладкой пластине. 
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Рис. 3. Скорости пространственного роста возмущений –αi в зависимости от частоты f для углов ориентации 
каверн φ = 0 и 60° (кривые 1, 2), x = 95 мм. Сравнение с экспериментальными данными для гладкой пластины 

(кривая 0)
Fig. 3. Disturbance spatial amplification rates –αi versus frequency f for slot orientation angles φ = 0 and 60°  
(curves 1 and 2 respectively), x = 95 mm. Comparison with experimental data for the smooth plate (curve 0) 
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Рис. 4. Максимальные скорости пространственного роста возмущений –αi, max в зависимости от угла ориентации 
каверн φ при x = 95 мм. Пунктирная линия – значение для гладкой вставки

Fig. 4. Maximal disturbance spatial amplification rates –αi, max versus slot orientation angle φ at x = 95 mm.  
Dashed line shows the value for the smooth plate

Уменьшение максимальных скоростей пространственного роста возмущений (подавление 
возмущений) первой моды на вставках с продольными кавернами глубиной 0,18 мм (число 
Рейнольдса по глубине Reh ≈ 1000 объясняется благоприятным (в отношении стабилизации) 
изменением течения газа в пограничном слое, связанном с расширением течения при его вхож-
дении в каверны. 
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При этом уменьшение максимальных скоростей пространственного роста возмущений 
по мере уменьшения угла ориентации каверн (от φ = 60° до 0) объясняется уменьшением «ше-
роховатости», вызванной рециркуляционными потоками внутри каверн и чередующимися вол-
нами расширения и сжатия, индуцированными на краях каверн в соответствии с результатами 
работы [8]. При φ = 0 такая «шероховатость» минимальна. 

Таким образом, полученные результаты наглядно показывают, что возмущения первой 
моды в сверхзвуковом пограничном слое с числом Маха М = 2 можно стабилизировать про-
дольными кавернами малой глубины (конкретно, с числом Рейнольдса по глубине каверн 
Reh ≈ 1000). Однако при этом пограничный слой заметно дестабилизируется кавернами такой 
же глубины, ориентированными под углом φ = 60°. 

Заключение
Проведено исследование влияния поверхностных каверн глубиной h = 0,18 мм (число Рей-

нольдса Reh ≈ 1000) с двумя углами их ориентации φ = 0 и 60° на устойчивость сверхзвукового 
пограничного слоя при числе Маха М = 2 на плоской пластине к естественным возмущениям 
первой моды неустойчивости. 

Найдено, что при уменьшении угла ориентации каверн от φ = 60° до 0 максимальные ско-
рости пространственного роста возмущений уменьшаются и при φ = 0 они становятся меньше 
соответствующего значения для гладкой пластины. 

Такое уменьшение максимальных скоростей пространственного роста возмущений 
по мере уменьшения угла ориентации каверн объясняется уменьшением «шероховатости», вы-
званной рециркуляционными потоками внутри каверн и чередующимися волнами расширения 
и сжатия, индуцированными на краях каверн. При φ = 0 такая «шероховатость» минимальна. 

Таким образом, полученные результаты наглядно и однозначно демонстрируют, что воз-
мущения первой моды в сверхзвуковом пограничном слое можно стабилизировать продольны-
ми кавернами малой глубины (с числом Рейнольдса по глубине каверн Reh ≈ 1000) или заметно 
дестабилизировать кавернами той же глубины, но ориентированных под углом φ = 60°. 
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Аннотация
Работа посвящена предварительным исследованиям мембранно-сорбционного метода разделения газов в ди-
намическом режиме. Для исследования и анализа данного режима газоразделения необходимо создание специ-
ального экспериментального стенда и измерительного оборудования, позволяющего непосредственно в темпе 
эксперимента получать информацию об изменении концентрации компонент в газовой смеси. Для измерения 
концентрации в ходе эксперимента был использован разработанный в ИТПМ СО РАН датчик концентрации 
для бинарных смесей газов на основе термоанемометрического метода. Проведено тестирования датчика кон-
центрации, получены тарировочные зависимости для воздушно-гелиевой смеси, отработана методика по из-
мерению концентрации компонент в газовой смеси непосредственно в темпе проведения эксперимента. Опре-
делены параметры отклика датчика на ступенчатое изменение концентрации гелия в смеси, время реакции 
составило менее 0,4 секунды. Проведены эксперименты по моделированию динамического режима сорбции 
при течении гелийсодержащей смеси по селективно проницаемому слою из кремнеземных микросфер. По ре-
зультатам экспериментов даны рекомендации по подготовке стенда для динамического разделения газов на ос-
нове мембранно-сорбционного метода.
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Abstract
The work is devoted to preliminary studies of the membrane-sorption method of gas separation in the dynamic mode. To 
study and analyze this gas separation mode, it is necessary to create a special experimental stand and measuring equip-
ment that allows obtaining information on changes in the concentration of components in the gas mixture directly during 
the experiment. To measure the concentration during the experiment, a concentration sensor for binary gas mixtures 
developed at ITAM SB RAS based on the hot-wire anemometric method was used. The concentration sensor was tested 
and calibration dependencies for the air-helium mixture were obtained, a technique for measuring the concentration of 
components in the gas mixture directly during the experiment was developed. The response time of the sensor to a step 
change in the helium concentration in the mixture was less than 0.4 seconds. Experiments were conducted to model the 
dynamic sorption mode during the flow of a helium-containing mixture through a selectively permeable layer of silica 
microspheres. Based on the experiment results, recommendations were given for preparing a stand for dynamic gas 
separation based on the membrane-sorption method.
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Введение
В Институте теоретической и прикладной механики им. С. А. Христиановича СО РАН ве-

дутся работы по мембранно-сорбционному методу для разделения гелийсодержащих газовых 
смесей. Отличительной особенностью метода является использование в качестве мембранных 
элементов полых сферических микрочастиц из силикатных материалов, стенка которых об-
ладает селективной проницаемостью по отношению к гелию [1]. Применение полых микро
сферических частиц в качестве мембранных элементов позволяет решить часть особенностей, 
связанных с силикатными материалами и мембранами на их основе, которым присущи низкие 
параметры проницаемости и высокие коэффициенты селективности, а именно: значительно уве-
личить суммарную площадь газообмена, при этом сферическая форма и малые размеры обеспе-
чивают высокую гидростатическую прочность, что напрямую связано с параметрами произво-
дительности разделительных установок. Вследствие этого такие частицы могут использоваться 
как микробаллоны, во внутренний объем которых проникает гелий из смеси и удерживается 
в нем. Микросферы ведут себя как сорбенты для гелия, а разделение смеси основано на се-
лективности их оболочки. Для разделения газовой смеси используется короткоцикловый ре-
жим работы установки. На первом этапе цикла гелийсодержащая смесь напускается в адсорбер 
и начинается процесс сорбции, гелий проникает во внутренний объем микросфер, этот процесс 
продолжается до выравнивания парциальных давлений вне и внутри микросфер. Далее обед-
ненная смесь удаляется из адсорбера и, за счет создания обратного перепада давления гелия вне 
и внутри микросфер, начинается процесс десорбции – гелий из внутреннего объема микросфер 
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попадает в свободный объем адсорбера и перекачивается при помощи насосов компрессоров 
в специальную емкость. Обедненная же смесь направляется в следующий адсорбер, где прохо-
дят описанные выше этапы разделения – сорбция и последующая десорбция, циклы продолжа-
ются до тех пор, пока не будет достигнута нужная степень извлечения гелия из смеси.

По мере исследования различных типов микросфер и гранулированных сорбентов на их ос-
нове были выявлены образцы, обладающие высокими коэффициентами проницаемости для ге-
лия [2]. Характерные времена сорбционных процессов составляют от 5–6 минут при температуре 
~ 20 °C до 60 секунд при температуре 110 °С. При таких высоких темпах процессов поглощения 
становится возможным реализация динамического режима разделения гелийсодержащих сме-
сей газов, аналогичного методу короткоцикловой адсорбции. В данном случае гелийсодержащая 
смесь пропускается через сорбент, находящийся в протяженном адсорбере, таком, чтобы време-
на протекания газа превышали характерные времена сорбционных процессов при этом проис-
ходит процесс сорбции, и концентрация гелия в смеси понижается. По мере насыщения сорбен-
та подача смеси переключается на следующий адсорбер, при этом исходный адсорбер ставится 
на регенерацию – происходят откачка и перекачка поглощенного гелия в специальную емкость. 
В работе [3] проведено численное моделирование фазы обогащения в режиме короткоцикловой 
адсорбции с использованием бифункционального сорбента на основе микросфер, которое по-
казало возможность увеличения концентрации гелия в воздушно-гелиевой смеси практически 
в два раза (с 0,7 до 1,3 % по массе) при степени извлечения гелия 90,4 %.

Данная работа посвящена предварительным исследованиям мембранно-сорбционного ме-
тода разделения газов в динамическом режиме, отработке основных элементов для реализации 
динамического режима сорбции, включая систему измерения концентрации смеси непосред-
ственно в темпе эксперимента.

Сорбционный материал
В качестве селективно проницаемых частиц в работе использовались кремнеземные ми-

кросферы. Как показали ранее проводимые экспериментальные исследования гелиевой прони-
цаемости, данные микросферы обладают высокими коэффициентами проницаемости для гелия 
[4] и могут быть применены в качестве сорбента для динамического режима газоразделения. 
Микросферы представляют собой отдельные полые частицы сферической формы, изготовлен-
ные из силикатных материалов. Для используемых в работе кремнеземных микросфер, произ-
веденных в ОАО «НПО Стеклопластик», средний размер частиц составляет 52 мкм, толщина 
стенки ~ 1 мкм, насыпная плотность ~ 0,2 г/см3. На рис. 1 представлено изображение кремне-
земных микросфер, полученное с помощью оптического микроскопа и гистограмма грануло-
метрического распределения частиц по размеру. 

а б
Рис. 1. Фотография кремнеземных микросфер (а) и гистограмма гранулометрического распределения частиц  

по размеру (б)
Fig. 1. Photograph of silica microspheres (a) and histogram of particle size distribution (б)
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Как видно по фотографии, микросферы обладают практически идеальной сферической 
формой с гладкой поверхностью. На отдельных изображениях присутствуют частицы с повре-
жденной оболочкой, что дает возможность видеть скол стенок микросфер, проведенные изме-
рения толщины стенки которых составляют ~ 1 мкм, что соответствует величине, заявленной 
производителем.

Экспериментальный стенд
Для отработки экспериментальной части по динамическому режиму сорбции на первом 

этапе работ использовался экспериментальный стенд, предназначенный для проведения экс-
периментов по измерению динамики процессов сорбции и десорбции целевого газа полыми 
микросферическими частицами и сорбентами на их основе. Принципиальная схема стенда 
представлена на рис. 2, адсорбер выполнен на основе нержавеющей трубы, с внутренним диа-
метром 25 мм и длиной 1120 мм, объем адсорбера ~ 0,54 л, рабочее давление до 1 МПа и тем-
пературный диапазон до 120 °С.

1

Воздух,  гелий, 
метан или их смеси

1 ресивер
В1 В2 В3 

T1 T2

АЦП ИРТ - 4

теплоизоляция

Д
Д 

2

Д
Д 

1

ДК

Рис. 2. Общая схема экспериментального стенда: В1, В2, В3 – вентили,  
ДД1, ДД2 – датчики давления, ИРТ-4 – терморегулятор, ДК – датчик концентрации

Fig. 2. General diagram of the experimental setup: V1, V2, V3 – valves,  
PS1, PS2 – pressure sensors, IRT-4 – thermostat, DK – concentration sensor

Ресивер, входящий в состав стенда, имеет объем 10 л, наличие ресивера позволяет суще-
ственно оптимизировать процедуру подготовки рабочего газа (смеси) перед пропусканием ее 
через адсорбер с сорбентом. Стенд снабжен системой нагрева и поддержания заданной темпе-
ратуры адсорбера с помощью измерителя-регулятора температуры ИРТ-4. Измерение давления 
в ресивере и адсорбере осуществляется с помощью датчиков давления ДД1, ДД2 – BD Sensor 
DMP 331i (датчик абсолютного давления) с рабочим диапазоном давлений от 0 до 2,0 МПа 
и точностью измерений ± 0,1 %. Датчик концентрации подсоединялся к выходу адсорбера 
после вентиля В3 таким образом, чтобы пропускаемая в ходе эксперимента через адсорбер 
газовая смесь проходила через датчик. Слой кремнеземных микросфер внутри адсорбера со-
ставлял ~ 90 см. После засыпки в адсорбер микросферы поджимались внутри специальным 
пружинным демпфером, что исключало их перемещение внутри адсорбера при напуске/сбросе 
газа, а также не меняло параметры засыпки при горизонтальном или вертикально расположе-
нии адсорбера.

Датчик концентрации на основе термоанемометрического метода
Для возможности непосредственно в темпе эксперимента получать информацию об из-

менении концентрации компонент в газовой смеси был использован разработанный в ИТПМ 
СО РАН датчик концентрации для бинарных смесей газов на основе термоанемометрического 
метода [5]. Принцип работы данного датчика основан на определении теплопотерь на чувстви-
тельном элементе, которые пропорциональны изменению теплопроводности газовой смеси, 
в зависимости от концентрации составляющих ее компонент и параметров потока газа. Общая 
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схема и фотография датчика представлена на рис. 3. Датчик концентрации представляет собой 
устройство, состоящее из цилиндрического корпуса (1). Внутри корпуса находится канал (2), 
который начинается с диаметром 2 мм и расширяется до 6 мм, где установлена дроссельная 
шайба (3) с отверстием диаметром 0,5 мм. При определенном перепаде давления в канале обе-
спечивается течение с постоянным числом Маха M = 0,036. В корпусе (4) имеются отверстия 
для проводников (5) диаметром 0,5 мм, которые проходят через детали (4), (6) из диэлектри-
ческого материала. Чувствительные элементы, состоящие из позолоченных вольфрамовых ни-
тей (7) диаметром 6 мкм и длиной 1,4 мм, приварены к этим проводам. Статическое давление 
в канале контролируется через дренажное отверстие (8) диаметром 0,5 мм. Для обеспечения 
перепада давления, необходимого для реализации звукового течения в канале, датчик подсо-
единяли к вакуумному насосу. В работе использовался термоанемометр постоянного сопро-
тивления ТПС-6, разработанный в ИТПМ СО РАН, к которому подключался чувствительный 
элемент датчика концентрации. 

 

				    а			   б

Рис. 3. Схема (а) и фотография (б) датчика концентрации
Fig. 3. Scheme (a) and photograph (b) of the concentration sensor

Таким образом, при протекании смеси через датчик концентрации часть параметров пото-
ка поддерживается неизменной за счет конструкции датчика (число Маха в канале), а другая 
непосредственно измеряется – температура, параметры теплообмена, давление, что и позволя-
ет выделить влияние концентрации компонент газовой смеси на теплообмен. 

Экспериментальная часть
Для корректного определения концентрации в смеси предварительно необходимо прове-

сти тарировку датчика концентрации, установив связь между измеряемыми величинами и кон-
центрацией. На данном этапе работ по отработке элементов для реализации динамического 
режима сорбции в качестве рабочей газовой смеси использовалась воздушно-гелиевая смесь. 
Концентрация гелия в смеси варьировалась от 0 до 100 % об. Приготовление смеси происхо-
дило в ресивере по парциальным давлениям компонент. Параметр перегрева на чувствитель-
ном элементе датчика концентрации в ходе тарировок и дальнейших экспериментов задавался 
равным aw = (Rw – Re)/Re = 0,4, где Rw и Re – сопротивление нагретой и холодной нити соот-
ветственно. В ходе тарировочных экспериментов воздушно-гелиевая смесь с известной кон-
центрацией подавалась непосредственно из ресивера на датчик концентрации. Полученные 
данные для тарировок могут быть представлены в виде классической зависимости в размер-
ной форме e2 = f(√P) и, как видно на рис. 4, имеют линейную зависимость. Следует отметить, 
что данные для различных концентраций воздушно-гелиевой смеси хорошо различимы между 
собой. Также тарировочные данные могут быть представлены в критериальной форме зависи-
мости числа Нуссельта от корня из числа Рейнольдса.
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Рис. 4. Тарировки датчика концентрации для воздушно-гелиевой смеси в размерной форме
Fig. 4. Calibrations of the concentration sensor for an air-helium mixture in dimensional form

	

			   а			   б

Рис. 5. Отклик датчика при ступенчатом изменении концентрации смеси на входе: данные по напряжению,  
давлению (а) и зависимость e2 = f(√P) (б) 

Fig. 5. Response of the sensor with a step change in the concentration of the mixture:  
data on voltage, pressure (a) and the dependence e2 = f (√P) (б)

Так как при динамическом процессе сорбции гелия предполагается изменение концентра-
ции компонент при протекании смеси через сорбционный слой, необходимо проверить отклик 
датчика на изменение концентрации в газовой смеси. Для этого был проведен следующий мо-
дельный эксперимент по определению отклика датчика концентрации на ступенчатое изме-
нение концентрации компонент в смеси. В эксперименте через датчик попеременно пропу-
скался воздух и воздушно-гелиевая смесь с концентрацией гелия 50 % об. Воздух подавался 
из трассы среднего давления, а смесь из ресивера, исходное давление воздуха в трассе и сме-
си в ресивере были приблизительно одинаковы и составляли 2,8 атм. Время опроса датчика 
в эксперименте составляло 0,2 секунды. На рис. 5 приведены графики изменения напряжения 
на чувствительном элементе, давления в канале датчика от времени и характеристическая за-
висимость квадрата напряжения от корня из давления во время подачи воздушно-гелиевой 
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смеси. В первоначальный момент времени через датчик протекает воздух, на графиках это 
соответствует моменту 0, на зависимости e2  =  f(√P) точки лежат вдоль линии, характерной 
для чистого воздуха. В момент переключения на подачу воздушно-гелиевой смеси в канале 
датчика концентрации кратковременно падает давление, что приводит к уменьшению теплопо-
терь на чувствительном элементе, и термоанемометр снижает напряжение на нем. Далее смесь 
поступает в канал, ведущий к датчику концентрации, и первоначально, как поршень, толкает 
находящийся там воздух, при этом давление в канале датчика возрастает, по датчику еще про-
текает воздух и на зависимости e2 = f(√P) точки ложатся на линию, характерную для воздуха, 
на графиках это соответствует моменту 1.

Когда воздушно-гелиевая смесь достигает чувствительного элемента датчика, тепло-
потери на нем значительно возрастают за счет более высокой теплопроводности смеси, тер-
моанемометр компенсирует потери путем увеличения напряжения, это соответствует участ-
ку 2 на графиках. При этом на зависимости e2 =  f(√P) происходит переход к характеристике 
для смеси (участок 2). Участок 3 соответствует протеканию воздушно-гелиевой смеси, так 
как смесь подается из ресивера, то давление постепенно снижается. Далее происходит обрат-
ное переключение на подачу воздуха и значения на зависимости e2 = f(√P) возвращаются в об-
ласть, характерную для чистого воздуха. Данные эксперименты показывают отклик датчика 
на ступенчатое изменение концентрации смеси, в нашем случае характерное время реакции 
не превысило 0,4 секунды, что заведомо удовлетворяет требованиям экспериментов по ис-
следованию динамических процессов сорбции, так как характерные времена сорбционных 
процессов составляют десятки секунд даже при повышенных температурах. В данной работе 
предельные характеристики датчика концентрации не исследовались. В целом же характер-
ное время реакции складывается из характерных времен задержек в пневматической системе, 
частотной характеристики датчика давления и термоанемометра. При настройке термоанемо-
метра частотная характеристика для шести микронного чувствительного элемента составля-
ла порядка 10  кГц, характерные же частотные параметры датчиков давления составляют ~ 
0,1–1 кГц, таким образом, оценочные частотные характеристики датчика концентрации могут 
быть довольно высоки.

Далее на описанном выше стенде были проведены эксперименты, направленные на отра-
ботку методики и моделирование динамического режима сорбции при течении гелийсодер-
жащей смеси по селективно проницаемому слою из кремнеземных микросфер. В качестве 
рабочей смеси использовалась воздушно-гелиевая смесь с концентрацией гелия 50 % об. Про-
цедура проведения эксперимента заключалась в следующем: через адсорбер с микросферами 
последовательно пропускается воздух, воздушно-гелиевая смесь, воздух. Давление на входе 
в адсорбер задавалось равным 5 атм. Датчик концентрации, подсоединенный к выходу адсор-
бера, фиксирует изменение концентрации компонент в протекающей смеси в ходе эксперимен-
та. Для моделирования среды с различной гелиевой проницаемостью использовался нагрев 
кремнеземных микросфер, гелиевая проницаемость которых значительно зависит от темпе-
ратуры и увеличивается с ее повышением [4]. Увеличение гелиевой проницаемости микро
сфер должно приводить к размыванию фронта изменения концентрации в смеси. Эксперимен-
ты проводились при двух температурах адсорбера: комнатной 22 °С и при нагреве адсорбера 
до 70 °С. При таком изменении температур гелиевая проницаемость кремнеземных микросфер 
увеличивается в 3,5 раза.

Графики изменения напряжения на чувствительном элементе датчика от времени и харак-
теристическая зависимость квадрата напряжения от корня из давления при протекании воз-
душно-гелиевой смеси через слой селективно проницаемых микросфер приведены на рис. 6.

По данным, представленным в координатах e2 от √P, можно проследить, как происходит 
достаточно плавное изменение концентрации в протекающем газе (область 1), от исходных 
значений для воздуха (область 0), до значений, характерных для смеси (область 2) и при обрат-
ном процессе (область 3). Дополнительный скачок на графиках изменения напряжения на чув-
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ствительном элементе связан с переключением подачи смеси из ресивера, на подачу воздуха 
из трассы и последующим повышением давления. О размытии фронта концентрации в сме-
си можно косвенно судить по изменению теплопотерь на чувствительном элементе датчика 
концентрации. На рис. 7 представлено изменение напряжения на чувствительном элементе 
датчика концентрации при течении воздушно-гелиевой смеси через слой микросфер в норми-
рованном виде.

 

			   а			   б

Рис. 6. Изменение напряжения на чувствительном элементе датчика концентрации (а)  
и зависимость e2 = f(√P) (б) при течении воздушно-гелиевой смеси через слой микросфер

Fig. 6. Change in voltage on the sensitive element of the concentration sensor (a)  
and the dependence e2 = f (√P) (б) during the flow of an air-helium mixture through a layer of microspheres

Рис. 7. Изменение напряжения на чувствительном элементе датчика концентрации  
при течении воздушно-гелиевой смеси через слой микросфер в нормированном виде

Fig. 7. Voltage change on the sensitive element of the concentration sensor  
during the flow of an air-helium mixture through a layer of microspheres in a normalized form

Как видно на графике, фронт волны концентрации с увеличением газопроницаемости 
микросфер становится более пологим, но величина этого изменения незначительна. В целом, 
на размытие фронта волны концентрации при течении смеси по среде из микросфер влияет 
несколько факторов. Первый – это различные параметры течения каждой компоненты в такой 
среде за счет вязкости газа. Второй непосредственно связан с поглощением гелия. Для наших 
параметров проведения эксперимента время протекания смеси по слою микросфер составило 
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порядка 10–15 секунд, что значительно меньше характерных времен протекания сорбционных 
процессов. При этом засыпка из микросфер образует довольно плотную среду, проницаемость 
которой составляет ~ 2 Дарси [6]. Поэтому в текущих экспериментах первый механизм размы-
тия фронта концентрации значительно превалировал. 

Рис. 8. Предлагаемая схема экспериментального стенда
Fig. 8. The proposed scheme of the experimental stand

Для исследований по динамическому разделению гелийсодержащих смесей газов требу-
ется увеличение времени прохождения смеси по сорбционному слою, что может быть достиг-
нуто путем увеличения длины адсорбера. Предполагаемая схема универсального эксперимен-
тального стенда приведена на рис. 8, в котором адсорбер представляет собой длинную трубку 
с определенным радиусом изгиба. Трубка может состоять из нескольких сегментов различной 
длины, что позволяет набирать заданную длину путем стыковки между собой нескольких сег-
ментов. Сечение трубок определяется исходя из требуемых расходных параметров газа и изме-
рительного оборудования, максимального перепада давления на входе и выходе.

Заключение
В ходе проведения работы протестированы и отработаны основные элементы для реали-

зации динамического режима сорбции. На основе разработанного в ИТПМ СО РАН датчика 
концентрации для бинарных смесей газов отработана методика по измерению концентрации 
в газовой смеси непосредственно в темпе эксперимента. Проведено тестирование датчика кон-
центрации, получены тарировочные зависимости для воздушно-гелиевой смеси. Определены 
параметры отклика датчика на ступенчатое изменение концентрации гелия в смеси, время ре-
акции составило менее 0,4 секунды. Развитие системы измерения концентрации требует при-
менения тарировочных зависимостей в критериальной форме, что позволит сделать ее более 
универсальной, исключить влияние температуры. 

Проведены эксперименты по моделированию динамического режима сорбции при тече-
нии гелийсодержащей смеси по селективно проницаемому слою из кремнеземных микро
сфер. По результатам экспериментов даны рекомендации по подготовке специального стенда 
для проведения исследований по динамическому разделению гелийсодержащих смесей газов 
на основе мембранно-сорбционного метода. Для кремнеземных микросфер требуется увели-
чение времени прохождения смеси по сорбционному слою, что может быть достигнуто путем 
увеличения длины адсорбера.
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Аннотация
Выполнено экспериментальное исследование диффузионного факела при истечении водорода из круглого и ще-
левого микросопла при до- и сверхзвуковой скорости. Впервые обнаружены четыре сценария диффузионного 
горения плоской микроструи водорода, включая горение при сверхзвуковом истечении струи водорода. Уста-
новлено, что стабилизация факела при дозвуковой скорости истечения микроструи водорода связана с наличием 
«перетяжки» факела, разделяющей ламинарную и турбулентную части факела. При сверхзвуковой скорости 
истечения недорасширенной микроструи стабилизации факела способствует образующаяся волновая структу-
ра неоднородностей. Обнаружен гистерезис процесса диффузионного горения плоской микроструи водорода 
в зависимости от области поджига. При поджиге вблизи среза сопла реализуется присоединенный факел, со-
провождаемый нагревом сопла. При поджиге выше по струе реализуется поднятый факел, при этом нагрев среза 
сопла значительно меньше предыдущего случая. С ростом скорости истечения развитие двух типов факелов 
протекают по разным сценариям.
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Abstract
An experimental study of the diffusion plume during the hydrogen flow from a round and slotted micro nozzle at pre- 
and supersonic velocity has been carried out. Four scenarios of diffusion combustion of a planar hydrogen microjet, 
including combustion at supersonic hydrogen jet outflow, are found for the first time. It was found that the stabilization 
of the plume at subsonic hydrogen microjet velocity is associated with the presence of a plume “drag” separating the 
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laminar and turbulent parts of the plume. At supersonic velocity of the underexpanded microjet, the plume stabilization 
is promoted by the wave structure of inhomogeneities formed. The hysteresis of the diffusion combustion process of a 
flat hydrogen microjet has been found depending on the ignition region. At ignition near the nozzle cutoff, a connected 
plume accompanied by nozzle heating is realized. At ignition higher up the jet, a raised flare is realized, with heating of 
the nozzle cutoff being much less than in the previous case. With increasing flow velocity, the development of the two 
types of flares proceeds according to different scenarios.

Keywords
circular microjet, flat microjet, diffusive hydrogen combustion, flame “drag”, shadow method, thermal imaging com-
bustion pattern
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Введение
Развитие водородной энергетики обусловлено не только назревшим переходом к освоению 

нового экологически приемлемого источника энергии, но и достижением более эффективного 
использования традиционных видов топлива, а также новых видов биотоплива на основе смеси 
газов с водородом. Немаловажным также является стремление к дальнейшей декарбонизации 
атмосферного воздуха (снижению доли «парниковых» выбросов углекислого газа). С этой це-
лью осуществляется сокращение потребления мазута, нефти и угля. Осуществляется их замена 
экологически приемлемым природным газом. Следует также отметить развитие возобновляе-
мых источников энергии. Солнечная, ветровая, гидрогенерирующая энергетика являются не-
обходимым, но недостаточным шагом на пути декарбонизации. Суммарная доля такой энергии 
составляет ~ 20 % из общего баланса потребляемой энергии. В этой связи, учитывая огромные 
запасы водорода в Мировом океане, возникает значительный интерес к развитию абсолютно 
экологически чистых источников энергии. Однако на пути развития технологии водородополь-
зования немало нерешенных задач. Одна из них – высокая взрывоопасность водорода. Про-
изводство, хранение и транспортировка водорода связаны с рядом проблем, обусловленных 

высокой степенью диффузии. Водород активно 
взаимодействует с углеродом, содержащимся 
в стали, превращая его в метан. Также следует 
отметить, что водород способен воспламенять-
ся от значительного перепада давления (ударной 
волны), образующегося при даже незначитель-
ной разгерметизации баллона. На пути разви-
тия технологий использования водорода немало 
сопутствующих проблем, требующих решения. 
Целью настоящей работы является исследова-
ние структуры водородного факела при струйном 
истечении из круглого и плоского микросопла 
с до- и сверхзвуковыми скоростями. Полученные 
результаты позволят предложить новые техноло-
гические решения для сжигания газообразного 
водорода при истечении со скоростями, близкими 

Рис. 1. Установка для исследования горения  
микроструи водорода

Fig. 1. Hydrogen microjet combustion research facility
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к скорости звука при диффузионном горении, для стабильного и безопасного сжигания газо-
образного водорода в воздушной среде. В настоящей работе представлены результаты исследо-
ваний диффузионного горения микроструй водорода. Под микроструями понимаются истече-
ния из сопла, имеющего плоское либо круглое поперечное сечение и поперечный размер менее 
3 мм (рис. 1). Основные результаты были получены с использованием теневого метода на базе 
оптического прибора ИАБ-451 (рис. 2).

Рис. 2. Схематическое изображение прибора ИАБ-451 и теневая картина горения водорода в плоской микроструе
Fig. 2. Schematic representation of the IAB-451 device and shadow picture of hydrogen combustion in a flat microjet

Структура течения и режимы горения микроструй водорода,  
истекающих из сопла круглого сечения

При изучении струйного течения и горения водорода с использованием круглых и щелевых 
сопел была обнаружена такая особенность структуры течения и горения, как возникновение 
области «перетяжки» пламени. Это явление отмечено в работах [1; 2] без детального анализа 
его характеристик. Область «перетяжки» пламени представляет собой близкую к сферической 
зону ламинарного течения вблизи среза микросопла (рис. 3, 4). 

Рис. 3. Теневые картины горения водорода, истекающего из круглого отверстия диаметром 500 мкм, при различной 
скорости истечения струи (м/с): a) 357; b) 408; c) 459; d) 510; e) 561; f) 612; g) 663; h) 714; i) 765; j) 816; k) 867; l) 887; 
m) 918; n) 969; o) 1020; наличие области «перетяжки» пламени (a – n); отрыв пламени при горении в области «пере-
тяжки» пламени (i – k); прекращение горения турбулентной струи при сохранении горения в области «перетяжки» 

пламени (l – n); прекращение горения струи (o)
Fig. 3. Shadow patterns of combustion of hydrogen flowing from a circular hole of 500 µm diameter at different jet 
velocities (m/s): (a) 357; (b) 408; (c) 459; (d) 510; (e) 561; (f) 612; (g) 663; (h) 714; (i) 765; (j) 816; (k) 867; (l) 887; (m) 
918; (n) 969; (o) 1020; presence of flame “drag” region (a−n); flame detachment during combustion in the flame “drag” 
region (i−k); cessation of combustion of a turbulent jet while combustion remains in the flame “tug” region (l−n); cessation 

of jet combustion (o)
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В пределах этой зоны течение в струе ламинарное, горение происходит в ламинарном 
режиме, на периферии струи происходит формирование тороидальных вихрей (см. рис. 3). 
Сферическая область течения окружена тонким слоем с большим градиентом плотности сре-
ды, при преодолении которого ламинарная струя разрушается и происходит переход к режиму 
турбулентного течения и горения. 

Рис. 4. Теневая фотография круглой микроструи водорода вблизи среза сопла: 1 – сопло; 2 – ламинарная струя;  
3 – турбулентная струя; 4 – градиент плотности; 5 – узкая область градиента; 6 – турбулентное пламя; 7 – торои-

дальные вихри
Fig. 4. Shadow photograph of a round hydrogen microjet near the nozzle cutoff: 1 − nozzle; 2 − laminar jet; 3 − turbulent 

jet; 4 − density gradient; 5 − narrow gradient region; 6 − turbulent flame; 7 − toroidal vortices

Результаты исследований показали, что подобная структура струйного течения наблюда-
ется в широком диапазоне значений параметров (поперечного размера сопла и скорости ис-
течения (объемного расхода) водорода). Характерные картины течения вблизи среза сопла 
в условиях образования области «перетяжки» пламени и в ее отсутствие показаны на рис. 3. 
На рис.  4 показаны детали сценариев: при скорости истечения водорода 459 м/с – горение 
вблизи сопла, переход к турбулентности и турбулентное горение; при скорости 867 м/с – горе-
ние вблизи сопла, отсутствие горения в турбулентной зоне, но с остаточным горением в верх-
ней части струи; при скорости 918 м/с – горение только вблизи сопла.

Рис. 5. Теневые картины диффузионного горения водорода, истекающего из круглого отверстия  
диаметром 500 мкм, при различной скорости истечения струи: 459 м/с (слева); 867 м/с (в центре); 918 м/с (справа)

Fig. 5. Shadow patterns of diffusive combustion of hydrogen flowing from a circular hole with a diameter of 500 μm at 
different jet velocities: 459 m/s (left); 867 m/s (center); 918 m/s (right)
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В работе [3] предполагалось, что особенности течения могут быть обусловлены в том чис-
ле его начальным состоянием – распределением средней скорости струи на срезе сопла. Ре-
зультаты проведенных исследований позволяют сделать вывод о том, что пространственная 
структура горения зависит от длины канала микросопла: по мере ее увеличения наблюдается 
исчезновение области «перетяжки» пламени. Зависимость режима горения микроструй водо-
рода от условий на срезе сопла описана ниже.

В целом экспериментальные исследования диффузионного горения круглой микроструи 
водорода [4–8] показали наличие различных сценариев протекания данного процесса в зави-
симости от нарастания скорости истечения микроструи в диапазоне диаметров выходного от-
верстия от 0,25 до 1 мм. Обнаружены следующие сценарии диффузионного горения круглой 
микроструи водорода. 

1.  Горение чисто ламинарной микроструи с наличием ламинарного пламени большой 
дальнобойности (U0 ≤ 150 м/с).

2.  Возникновение сферической «области перетяжки пламени» с наличием в ней ламинар-
ной микроструи и ламинарного пламени с турбулизацией микроструи и пламени при преодо-
лении ламинарной микроструей узкой области градиента плотности газа (U0 > 150 м/с). 

3.  Отрыв турбулентного пламени от области перетяжки пламени (U0 > 200 м/с). 
4.  Прекращение горения турбулентного участка микроструи при сохранении горения 

в области перетяжки пламени. Причем в данной ситуации горение в области перетяжки пламе-
ни сохраняется вплоть до трансзвуковых скоростей ее истечения, однако при наличии такого 
явления, как «запирание сопла» [1;8] (U0 > 330 м/с). 

5.  Прекращение горения микроструи (U0 ≈ 330 м/с). 

Особенности диффузионного горения микроструи водорода,  
истекающей из щелевого микросопла

Аналогичные сценарии горения были обнаружены и при диффузионном горении пло-
ской микроструи водорода [2; 5]. Следует заметить, что запирание сопла происходило 
при достижении скорости истечения микроструи водорода, близкой к скорости звука в воздухе 
(U0 ≈ 330 м/с). Стабилизация горения как круглой, так и плоской микроструи обеспечивалась 

Рис. 6. Четыре сценария диффузионного горения плоской водородной микроструи при изменении ее скорости:  
U0 ≤ 150 м/с (a), U0 = 150 м/с (b), U0 = 330 м/с (c) и U0 = 1280 м/с (d);

1 – микроджиг; 2 – «узкая область пламени»; 3 – ламинарная микроструя; 4 – турбулентная микроструя; 5 – пламя; 
6 – поднятое пламя; 7 – сверхзвуковые ячейки

Fig. 6. Four scenarios of diffusive combustion of a flat hydrogen microjet when its velocity changes: U0 ≤ 150 m/s (a), 
U0 = 150 m/s (b), U0 = 330 m/s (c), and U0 = 1280 m/s (d);

1 − microjet; 2 − “narrow flame region”; 3 − laminar microjet; 4 − turbulent microjet; 5 − flame; 6 − raised flame;  
7 − supersonic cells
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в данной ситуации наличием области перетяжки пламени и существованием в ней горения. 
Тем не менее нам не удалось выйти на сверхзвуковое истечение микроструи водорода по при-
чине запирания сопла областью перетяжки пламени, которая приводила к нагреву микросопла 
и предотвращала отрыв пламени от его среза. Одной из характеристик горения струйного те-
чения при сверхзвуковом истечении, наряду с рядом других, является наличие сверхзвуковых 
структур как в струе, так и в пламени, но в ситуации отрыва пламени от среза сопла. Это де-
тально продемонстрировано в работах [1; 3] при поджигании круглой микроструи водорода 
вдали от среза сопла. В данной ситуации можно было наблюдать наличие сверхзвуковых ячеек 
как в струе, так и в оторвавшемся от среза сопла пламени.

В результате экспериментальных исследований получены четыре сценария диффузионно-
го горения плоской микроструи водорода, включая горение при наличии сверхзвуковых ячеек, 
как по воздуху, так и по водороду (рис. 6).

Рис. 7. График (гистерезис) зависимости пламени: развитие водородной микроструи в зависимости  
от скорости истечения и способ воспламенения (вблизи/вдали от среза сопла, диапазон скоростей (А)  

исчезновения сужения пламени область и начало отделения пламени и внешний вид (Б) области сужения пламени. 
Стрелки указывают направление изменений в микроструе

Fig. 7. Graph of the dependence (hysteresis) of the development of a hydrogen microjet flame as a function of expulsion 
velocity and ignition method (near/far from the nozzle cutoff, velocity range (A) disappearance  

of the flame constriction region and the beginning of flame separation and appearance (B) of the flame constriction region. 
Arrows indicate the direction of change in the microjet

Рис. 8. Влияние акустического поля на форму пламени при скоростях истечения водорода менее 150 м/c (а)  
без акустического поля, (б) с наложенным акустическим полем (амплитуда 95 dB, f = 5500 Hz)  

(вид на узкую грань)
Fig. 8. Effect of acoustic field on the flame shape at hydrogen flow velocities less than 150 m/s (a) without acoustic field, 

(б) with superimposed acoustic field (amplitude 95 dB, f = 5500 Hz) (narrow edge view)
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Рис. 9. Визуализация горения водорода с помощью тепловизора CEM DT-9897H  
для различных скоростей потока водорода

Fig. 9. Visualization of hydrogen combustion with the CEM DT-9897H thermal imager  
for different hydrogen flow rates

Для этого размера сопла при скоростях истечения водорода менее 150 м/c первого режи-
ма (сценария) истечения водорода было дополнительно найдено влияние акустического поля 



54� Физика жидкости, нейтральных и ионизованных газов

ISSN 2541-9447
Сибирский физический журнал. 2025. Том 20, № 1
Siberian Journal of Physics, 2025, vol. 20, no. 1

на структуру плоской струи. Измерения в этом случае были проведены с использованием те-
пловизора, показывающего топологию пламени (рис. 8).

Для сравнения, в рамках этого исследования, был рассмотрен случай микросопла с раз-
мерами в шесть раза меньшими (0,400 на 0,07 мм2). На рис. 6 приведены снимки, полученные 
с использование тепловизора, пламени такой струи (вид на узкую грань). Как показали ис-
следования, в диапазоне скоростей 320–370 м/с также наблюдается гистерезис в зависимости 
от способа поджигания микроструи (вблизи или вдали от среза сопла) и направления измене-
ния скорости ее истечения (роста или уменьшения) (рис. 7). Отметим, что сценарии диффузи-
онного горения для этого случая были другими и повторяли сценарии для круглого микросоп-
ла с диаметром 30 микрон (см. работу [7]). 

Таким образом, при воздействии периодическим акустическим сигналом с частотой 
от 10 Гц до 20 Кгц эффект расщепления или влияния отсутствовал во всем диапазоне ско
ростей (рис. 9).

Результаты сравнения показывают, с одной стороны, на возможность применимости те-
пловизора (мы видим нагретое сопло и топологию пламени), с другой стороны, на необходи-
мость в дальнейшем подробных исследований этих случаев.

Заключение
Подводя итог этой части проведенных исследований, необходимо констатировать тот 

факт, что экспериментально обнаружено новое физическое явление микроструйного диффу-
зионного горения водорода с нагревом сопла, обеспечивающее стабилизацию горения вплоть 
до трансзвуковых скоростей истечения водорода. Обнаруженный режим может быть использо-
ван для различных технологических целей, таких как организация эффективного перемешива-
ния различных потоков и их подогрев. В таком режиме сгорает только небольшая часть водоро-
да, а остальная смешивается с продуктами горения и воздухом, в результате чего температура 
такой смеси может варьироваться (путем подбора скорости потока и диаметра сопла) от близ-
кой к начальной до температуры самовоспламенения водорода. Кроме того, такая система мо-
жет служить своеобразным реактором для осуществления, например, в мягких и контролиру-
емых условиях различных термолитических реакций, таких как синтез наночастиц металлов 
и оксидов металлов из летучих металлсодержащих прекурсоров, обработка углеводородного 
сырья и др. Также такие системы могут быть использованы для организации эффективного 
смешения топлива с воздухом и подогрева такой смеси для летательных аппаратов и других 
горелочных устройств.
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Abstract
This article presents a study of the influence of external treatment such as: annealing in a furnace, grinding, argon and 
electron beam welding on the magnetic permeability of austenitic stainless steel. The process of measuring and deter-
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mining the magnetic properties of steel is described in detail. In addition, the need for additional processing of stainless 
steel to change its magnetic properties was shown. 
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Введение
Вакуумные материалы являются неотъемлемой частью многих промышленных процес-

сов и научных исследований. Они используются для создания и поддержания вакуума внут
ри различного рода устройств и систем, что позволяет достичь определенных целей, таких 
как очистка, оптическое покрытие, синтез наноматериалов и других процессов, требующих 
особых условий.

Нержавеющая сталь является одним из наиболее популярных материалов для использо-
вания в вакуумных системах. Одной из ее особенностей является устойчивость к коррозии. 
Благодаря содержанию хрома и никеля в составе образуется защитная пленка на поверхности 
материала, которая предотвращает контакт с воздухом и водой, что гарантирует долгую экс-
плуатацию и сохранение магнитной проницаемости стали.

Магнитная проницаемость – это свойство материала, определяющее его способность 
пропускать магнитные силовые линии. Нержавеющая сталь, благодаря особым химическим 
и структурным свойствам, обладает относительно низкой магнитной проницаемостью, это оз-
начает, что она слабо притягивается к магниту. Данное свойство делает ее идеальным мате-
риалом для приборов и устройств, где требуется минимальное взаимодействие с магнитными 
полями.

Однако в зависимости от состава существует несколько видов нержавеющей стали. На-
пример, чистая аустенитная нержавеющая сталь (немагнитная) имеет низкую магнитную про-
ницаемость и практически не притягивается к магниту, однако добавление хрома и никеля 
может повысить ее магнитную проницаемость. Также существует ферритная нержавеющая 
сталь (магнитная), которая может иметь достаточно высокую магнитную проницаемость и не-
которую степень притяжения к магниту.

Содержание элементов в стали должно быть определенным образом сбалансировано, 
чтобы достигнуть желаемых магнитных свойств. Например, нержавеющая сталь с высоким 
содержанием хрома и низким содержанием никеля будет иметь высокую магнитную проница-
емость, но при этом может потерять свою коррозионную стойкость.

Определенные химические элементы также могут влиять на немагнитные свойства стали. 
Например, добавление молибдена может снизить магнитную проницаемость стали и улучшить 
ее устойчивость к коррозии. Другие элементы, такие как марганец и кремний, также могут 
влиять на магнитные свойства стали в разной степени.

Важно отметить, что форма и обработка стали также могут влиять на ее магнитные свой-
ства. Например, магнитная проницаемость может изменяться в зависимости от толщины стали 
или от наличия напряжений внутри материала. Также большое влияние на магнитную прони-
цаемость оказывает термообработка.

При термообработке происходят изменения в микроструктуре нержавеющей стали, 
что приводит к изменению ее магнитных свойств. Во время нагрева и охлаждения происходят 
процессы фазовых превращений, реорганизации зерен и образования навесок. Это может при-
вести как к увеличению, так и к снижению магнитной проницаемости.
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В некоторых случаях термообработка может позволить достичь определенного значения 
магнитной проницаемости, которое требуется для конкретного прибора или устройства. На-
пример, при нагреве нержавеющей стали и последующем охлаждении в определенном режиме 
можно получить материал с повышенной магнитной проницаемостью, что может быть полез-
но при создании электромагнитов или других устройств, где требуется высокая чувствитель-
ность к магнитному полю.

Однако необходимо учитывать, что при термообработке нержавеющей стали возможны 
и другие изменения, которые могут негативно сказаться на ее механических и химических 
свойствах. Поэтому при выборе режима термообработки необходимо внимательно оценивать 
все возможные влияющие факторы и подбирать оптимальный режим обработки.

Аустенитные нержавеющие стали марок AISI 321, AISI 316LN, AISI 316L, 12Х18Н10Т 
широко используются при конструировании и изготовлении высоковакуумного оборудования 
из-за своих хороших механических, технологических и магнитных свойств, а также их хоро-
шей свариваемости.

Стабильность аустенитной структуры стали, как уже было сказано, зависит от химическо-
го состава и внешних условий, температуры и деформации. Таким образом, необходимо про-
водить измерения магнитной проницаемости нержавеющей стали как в исходном состоянии, 
так и на разных этапах обработки. С влиянием низкотемпературной обработки на магнитные 
свойства некоторых образцов нержавеющей стали можно ознакомиться в статьях [1; 2].

1. Свойства изучаемых образцов
Химический состав исследуемых образцов нержавеющей стали определялся с помощью 

стилоскопа – прибора, предназначенного для визуального полуколичественного анализа сталей 
и цветных сплавов по их спектрам излучения. Принцип его действия основан на том, что об-
разец контактирует с электродом стилоскопа, в результате чего образуется искра или дуга. Из-
лучаемый свет проходит через оптическую систему и раскладывается на спектр. В окуляре 
наблюдаются спектральные линии в области спектра человеческого зрения. На основании ме-
тодических указаний по выбору диапазона спектра, наличию и интенсивности спектральных 
линий определяется наличие химического элемента в сплаве и его доли.

В табл. 1 представлено процентное содержание химических элементов в исследуемых об-
разцах нержавеющей стали.

Таблица 1

Химический состав нержавеющей стали
Table 1

Chemical composition of stainless steel
Fe C Si Mn Cr Mo Ni Al

316L 67,7 0,03 0,3 1,19 17,7 1,97 10,6 0,003
321 69,8 0,04 0,4 1,13 17,7 0,28 9,4 0,135
316LN 65,4 0,02 0,3 1,12 16,8 2,4 13,3 0,010
12Х18Н10Т 70,8 0,02 0,3 1,03 17,3 0,04 9,8 0,049

Co Cu Nb Ti V W Pb
316L 0,19 0,04 0,005 0,0062 0,094 0,05 0,015
321 0,15 0,39 0,012 0,31 0,107 0,09 0,015
316LN 0,14 0,46 0,012 0,0078 0,060 0,05 0,015
12Х18Н10Т 0,02 0,09 0,019 0,309 0,112 0,05 0,015
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2. Методика измерений и вычислений
Измерения проводились в калибровочном дипольном магните (КДМ) [3], высота межпо-

люсного зазора которого составляет 60 мм. На катушки КДМ подавался ток от источника пита-
ния в диапазоне от 40 до 1000 А, что соответствует магнитному полю от 2 до 27 кГс.

Измерения магнитного поля проводились при помощи датчиков ядерного магнитного ре-
зонанса [4]. На каждом диапазоне полей проводилось по 10 измерений, далее бралось среднее 
значение поля.

Если поместить исследуемый образец нержавеющей стали в магнитное поле, то содержа-
щиеся в нем магнитные диполи переориентируются в направлении магнитного поля, что при-
ведет к изменению индукции магнитного поля, а именно к ее увеличению. 

Связь индукции и напряженности магнитного поля выражается следующим образом:

	 ,B H= µµ0 	 (1)

где B – магнитная индукция (Тл), µ – относительная магнитная проницаемость среды, µ0  – 
магнитная постоянная (Гн/м), Н – напряженность магнитного поля (А/м).

Воспользуемся законом полного тока для магнитного поля:

	 ,îáùL
H dl I⋅ =∫ 	 (2)

где L – длина произвольного замкнутого контура (м).

Решая это уравнение для двух ситуаций: когда исследуемый образец находится в зазоре 
магнита и вне его, мы получим следующее:

	
( )

,
,

m m

m

m m

m

B l I w

B lB h B h I

B

w

= ⋅
µ µ

+

⋅⋅ ∆ + µ ⋅
 ⋅⋅


⋅ ∆ − + = ⋅
µ µ µ µ µ⋅ ⋅

0

1 1

1 0 0 0

0

0 	 (3) 

где B0 – магнитная индукция без образца (Тл), B1 – магнитная индукция с образцом (Тл), Bm – 
магнитная индукция железа магнита (Тл), Δ – воздушный зазор (м), h – толщина образца (м), 
lm – длина замкнутого контура железа магнита (м), µ1 – магнитная проницаемость образца, µ0 – 
магнитная постоянная (Гн/м), µm – магнитная проницаемость железа магнита, I – ток в катушке 
(А), w – количество витков катушки. В случае ненасыщенного железа, когда Bm ≤ 1,5 Тл, его 
магнитная проницаемость достигает больших величин, следовательно, ,m mH l H⋅ ⋅ ∆0  что 
позволяет нам пренебрегать влиянием образца на магнитную индукцию железа магнита [5]. 

Решая эти уравнения относительно µ1, получаем:

	
.

B
h B

µ =
∆  − − 

 

1
0

1

1

1 1 	 (4)

Относительная магнитная проницаемость может быть пересчитана в магнитную воспри-
имчивость (χ), которая является безразмерной физической величиной и показывает связь меж-
ду вектором намагниченности вещества (M) с вектором напряженности внешнего магнитного 
поля (H):
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	 .M
H

χ = = µ −1 1 	 (5)

Из формул (4) и (5) можно получить зависимость изменения величины магнитного поля 
от магнитной восприимчивости и увидеть, что при малых значениях восприимчивости эта 
величина пропорциональна χ:

	 ( )
.h BB B ⋅

− = χ ⋅
∆ ⋅ + χ

1
1 0 1

	 (6)

3. Результаты измерений
На рис. 1 показаны зависимости магнитной проницаемости исследуемых образцов аусте-

нитной стали размерами 0,15 × 0,15 м2 (AISI 316L – толщина образца 0,0075 м, AISI 316LN – 
0,0107 м, AISI 321 – 0,01 м, 12Х18Н10Т – 0,0059 м) от индукции магнитного поля.

Как видно на рис. 1, с ростом поля магнитная проницаемость образцов уменьшается ввиду 
постепенного увеличения магнитного насыщения образцов. В зависимости от марки нержа-
вейки и ее состава это уменьшение будет происходить значительней.

Рис. 1. Магнитная проницаемость исследуемых марок аустенитной стали
Fig. 1. Magnetic permeability of the studied grades of austenitic steel

На следующем этапе исследования образцы были подвержены термической обработке, 
в ходе которой нержавейку помещали в печь, нагревали до температуры 1050 °С и выдержи-
вали в ней в течение 2 часов в целях остывания. Данную процедуру делают с целью внесения 
необходимых изменений в качественные показатели сплава, улучшения его состава и эксплу-
атационных возможностей. Если нагреть исследуемый образец выше точки Кюри и охладить 
в отсутствии магнитного поля, то его магнитная восприимчивость будет уменьшаться (рис. 2). 
Из графиков видно, что, например, магнитная проницаемость при поле 1,5 Тл для образца 
321 улучшилась на 0,49 %, для 316LN увеличилась на 0,004 %. Если говорить о магнитной 
восприимчивости, то для образца 321 она улучшилась в 2 раза, для 316LN – практически не из-
менилась.

Помимо этого было изучено влияние TIG-сварки (Tungsten Inert Gas – ручная дуговая свар-
ка с использованием неплавящегося электрода под защитой инертных газов, в нашем случае 
аргона) с использованием проволоки св.06Х19Н9Т и электронно-лучевой сварки на нержаве-
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ющую сталь разных марок (рис. 3–6). Сварочный шов был проварен по всей ширине заготовки 
в области 0,03 × 0,13 м2 с шагом между швами примерно 0,003–0,004 м. На этих же рисунках 
изображены данные, полученные при вакуумном отжиге при Т = 1020 °С в течение 40 мин 
и остывании в печке. В табл. 2 показаны величины магнитной восприимчивости, полученные 
в ходе экспериментов.

Рис. 2. Магнитная проницаемость исследуемых марок аустенитной стали после отжига в печи при T = 1050 °С
Fig. 2. Magnetic permeability of the studied grades of austenitic steel after annealing in a furnace at T = 1050 °С

Рис. 3. Зависимость магнитной проницаемости нержавеющей стали марки AISI 321 после разных видов обработки
Fig. 3. Dependence of magnetic permeability of stainless steel grade AISI 321 after different types of processing

Рис. 4. Зависимость магнитной проницаемости нержавеющей стали марки AISI 316LN  
после разных видов обработки

Fig. 4. Dependence of magnetic permeability of stainless steel grade AISI 316LN after different types of processing
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Рис. 5. Зависимость магнитной проницаемости нержавеющей стали марки AISI 316L  
после разных видов обработки

Fig. 5. Dependence of magnetic permeability of stainless steel grade AISI 316L  
after different types of processing

Рис. 6. Зависимость магнитной проницаемости нержавеющей стали марки 12Х18Н10Т  
после разных видов обработки

Fig. 6. Dependence of magnetic permeability of stainless steel grade 12X18N10T  
after different types of processing

На рис. 7 в качестве примера показаны фотографии образца из стали типа AISI 316L до об-
работки и после внешнего воздействия.



Рябченко К. К. и др. Изучение изменения магнитной проницаемости нержавеющей стали� 63

ISSN 2541-9447
Сибирский физический журнал. 2025. Том 20, № 1

Siberian Journal of Physics, 2025, vol. 20, no. 1

  

			     а						      б

  

			     в						      г

Рис. 7. Внешний вид изучаемого образца из нержавеющей стали типа AISI 316L: а – чистый образец;  
б – после отжига в печи; в – после TIG сварки; г – после электронно-лучевой сварки

Fig. 7. External appearance of the studied sample made of stainless steel type AISI 316L: a – clean sample;  
б – after annealing in a furnace; в – after TIG welding; г– after electron beam welding

Заключение
После воздействия на исследуемые образцы немагнитной нержавеющей стали различ-

ными технологическими процессами было зафиксировано изменение величины магнитной 
проницаемости. Для удобства сравнение результатов будет приведено в единицах магнит-
ной восприимчивости. Для стали типа AISI 316L после отжига магнитная восприимчивость 
уменьшилась в среднем в 2,4 раза, после вакуумного отжига – в 1,5 раза, после использования 
TIG- и электронно-лучевой сварок величина восприимчивости увеличилась в 2,1 и 3,8 раза 
соответственно. Для образца из AISI 321 были получены следующие результаты: после отжига 
χ уменьшилась в 2,1 раза, после вакуумного отжига – в 1,6 раза, после TIG- и электронно-лу-
чевой сварок увеличилась в 1,7 и 2,1 раза соответственно. В случае нержавеющей стали AISI 
316LN после отжига χ увеличилась в 1,05 раза, после вакуумного отжига не изменилась, по-
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сле TIG-сварки увеличилась в 3,6 раза, после электронно-лучевой – в 1,2 раза. Что касается 
последнего образца (12Х18Н10Т) – при отжиге магнитная восприимчивость упала в 3,2 раза, 
после вакуумного отжига – в 2,1 раза, после TIG-сварки χ возросла в 2,4 раза, а после электрон-
но-лучевой – в 1,8 раза. 

Таким образом, в рамках данной статьи был выявлен характер изменения величины маг-
нитной проницаемости нержавеющей стали под воздействием термических обработок. Полу-
ченную информацию можно применять, например, при выборе и подготовке материала для из-
готовления вакуумных систем электрофизических установок.
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Приложение
Таблица 

Зависимость магнитной восприимчивости образцов аустенитной стали  
в зависимости от технической обработки

Table
Dependence of magnetic susceptibility of austenitic steel samples on technical treatment

Чистая нержавеющая сталь Отжиг

B, Тл
χ

B, Тл
χ

AISI 
316L

AISI 
321

AISI 
316LN 12Х18Н10Т AISI  

316L
AISI 
321

AISI 
316LN 12Х18Н10Т

0,1522 0,012 0,024 0,00296 0,020 0,1522 0,004 0,010 0,00346 0,005
0,2020 0,012 0,023 0,00296 0,019 0,2021 0,004 0,010 0,00340 0,004
0,3023 0,012 0,022 0,00297 0,017 0,3024 0,004 0,009 0,00330 0,004
0,4028 0,012 0,021 0,00298 0,016 0,4029 0,004 0,009 0,00324 0,004
0,5033 0,011 0,019 0,00298 0,015 0,5034 0,004 0,009 0,00319 0,004
0,6038 0,011 0,018 0,00298 0,014 0,6040 0,004 0,008 0,00315 0,004
0,7043 0,010 0,017 0,00299 0,013 0,7046 0,004 0,008 0,00312 0,004
0,8045 0,009 0,015 0,00299 0,012 0.8051 0,004 0,007 0,00310 0,004
0,9046 0,009 0,014 0,00299 0,011 0,9054 0,004 0,007 0,00309 0,004
1,0045 0,008 0,014 0,00298 0,010 1,0054 0,004 0,007 0,00307 0,003
1,1044 0,008 0,013 0,00298 0,010 1,1054 0,004 0,006 0,00306 0,003
1,2040 0,008 0,012 0,00297 0,009 1,2051 0,003 0,006 0,00304 0,003
1,3034 0,007 0,011 0,00296 0,009 1,3045 0,003 0,006 0,00303 0,003
1,4023 0,007 0,011 0,00295 0,008 1,4035 0,003 0,006 0,00300 0,003
1,5004 0,007 0,010 0,00293 0,008 1,5017 0,003 0,005 0,00297 0,003
1,6048 0,006 0,010 0,00290 0,008 1,6020 0,003 0,005 0,00293 0,003
1,7009 0,006 0,009 0,00286 0,007 1,7012 0,003 0,005 0,00289 0,003
1,7835 0,006 0,009 0,00284 0,007 1,7831 0,003 0,005 0,00284 0,003

Вакуумный отжиг TIG-сварка

B, Тл
χ

B, Тл
χ

AISI 
316L

AISI 
321

AISI 
316LN 12Х18Н10Т AISI 

316L
AISI 
321

AISI 
316LN 12Х18Н10Т

0,1521 0,008 0,013 0,00291 0,007 0,1522 0,046 0,056 0,02705 0,075
0,2020 0,008 0,013 0,00293 0,007 0,2021 0,039 0,052 0,02306 0,067
0,3023 0,008 0,013 0,00294 0,007 0,3025 0,032 0,043 0,01706 0,052
0,4028 0,007 0,012 0,00295 0,007 0,4029 0,027 0,038 0,01408 0,043
0,5033 0,007 0,012 0,00296 0,007 0,5035 0,024 0,034 0,01207 0,037
0,6039 0,007 0,011 0,00296 0,006 0,6041 0,022 0,031 0,01109 0,033
0,7045 0,007 0,010 0,00296 0,006 0,7046 0,020 0,028 0,00980 0,030
0,8049 0,006 0,010 0,00296 0,006 0,8051 0,018 0,026 0,00924 0,027
0,9052 0,006 0,009 0,00295 0,005 0,9054 0,017 0,023 0,00837 0,025
1,0053 0,006 0,009 0,00295 0,005 1,0055 0,016 0,022 0,00792 0,022
1.1053 0,005 0,008 0,00294 0,005 1,1053 0,014 0,020 0,00747 0,021
1,2050 0,005 0,008 0,00294 0,005 1,2050 0,014 0,019 0,00718 0,019
1,3045 0,005 0,008 0,00293 0,005 1,3045 0,013 0,018 0,00693 0,018
1,4035 0,005 0,007 0,002915 0,005 1,4035 0,012 0,017 0,00659 0,017
1,5018 0,005 0,007 0,00290 0,004 1,5018 0,011 0,016 0,00647 0,016
1,6002 0,005 0,007 0,00288 0,004 1,6021 0,011 0,015 0,00624 0,015
1,7012 0,004 0,006 0,00285 0,004 1,6995 0,010 0,014 0,00591 0,014
1,7836 0,004 0,006 0,00281 0,004 1,7839 0,010 0,013 0,00588 0,014
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Электронно-лучевая сварка
B, Тл χ

AISI  
316L

AISI  
321

AISI 
316LN

12Х18Н10Т

0,1521 0,00490 0,058
0,2020 0,00461 0,049
0,3023 0,060 0,00423 0,038
0,4230 0,048 0,00395 0,031
0,5033 0,042 0,00384 0,027
0,6039 0,037 0,039 0,00372 0,024
0,7045 0,033 0,035 0,00361 0,022
0,8049 0,030 0,031 0,00353 0,020
0,9052 0,00347 0,018
1,0053 0,00343 0,017
1,1053 0,00339 0,016
1,2050 0,00336 0,015
1,3045 0,00333 0,014
1,4035 0,00330 0,013
1,5018 0,00326 0,012
1,6002 0,00321 0,012
1,7013 0,00316 0,011
1,7836 0,00313 0,011
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Аннотация
В данной работе приведены результаты исследования фотофизической активности продуктов медленного тер-
мического разложения энергетического материала 3-нитро-4,5-дигидро-1,2,4-триазол-5-она (НТО). Показаны 
спектральные свойства, цветовая палитра и фотолюминесценция продуктов разложения НТО. Установлено, 
что при увеличении длины волны облучения от 400 до 700 нм увеличивается выход фотонов с меньшей энер-
гией. 
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Abstract
This paper presents the results of a study of the photophysical activity for products of slow thermal decomposition of 
energetic material 3-nitro-4,5-dihydro-1,2,4-triazole-5-one (NTO). The spectral properties, color palette, and photolu-
minescence of NTO decomposition products are shown. It has been found that with an increase in the irradiation wave-
length from 400 to 700 nm, the output of photons with lower energy increases.
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Постановка задачи, мотивация
В настоящее время наиболее изученными фотокатализаторами являются металлосодержа-

щие матричные композиты на основе углеродных материалов – носителей, содержащих оксиды 
металлов: TiO2, ZnO, MgO [1–3] и металлы платиновой группы: Ni, Pt, Pd [4; 5]. Они исполь-
зуются в органическом синтезе при переработке полезных ископаемых [6; 7], при разложении 
воды [8; 9], восстановлении диоксида углерода [10] и в качестве компонентов технических 
устройств. Однако данные структуры имеют высокую стоимость из-за использования редко-
земельных и драгоценных металлов платиновой группы, а металлоксидные композиты имеют 
узкую спектральную область активности в диапазоне от 230 до 450 нм. Кроме описанных ма-
териалов, многие органические вещества, полученные из относительно дешевого сырья, также 
обладают фотоактивностью [11; 12]. Например, фотофизическая активность нитрида углерода 
[13] – продукта медленного термического разложения (МТР) меламина – позволяет использо-
вать его в качестве основы для фотокатализаторов [14; 15].

Подобным образом продукты разложения органических полиазотсодержащих энергети-
ческих материалов (ЭМ) представляют научно-практический интерес в различных областях 
химической инженерии и медицины [16]. Кроме того, продуктами детонации некоторых ЭМ 
являются нанодисперсные алмазы и углерод в виде сажи [17; 18], которые могут содержать 
атомы азота и связи типа C…N, а также способны проявлять фотофизическую активность. 

Одним из определяющих факторов фотоактивности вещества является его строение, т. е. 
элементный состав и тип химических связей между элементами. В свою очередь, строение ве-
щества определяется прекурсорами его синтеза и механизмами химических реакций, которые 
формируют связи между атомами. Принимая данные факты во внимание, можно попытаться 
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за счет изменения механизма химических реакций термораспада влиять на фотоактивность 
продуктов. 

В данной работе предпринята попытка получения углеродно-нитридных материалов 
(УНМ) с высокой фотофизической активностью, увеличивающейся по мере уменьшения ча-
стотных характеристик электромагнитного излучения (ЭМИ) источника воздействия. В ка-
честве прекурсора синтеза УНМ выбран 3-нитро-4,5-дигидро-1,2,4-триазол-5-он (НТО), по-
зволяющий за счет изменения условий термического разложения регулировать строение 
и, соответственно, свойства получаемого фотоактивного материала. При этом НТО является 
относительно недорогим и доступным продуктом. 

Изготовление и характеристика образцов
НТО был получен по методике [19]. Синтез фотоактивных веществ проводился в азотсо-

держащей атмосфере при термическом воздействии на НТО до точки окончания экзотермиче-
ских превращений согласно данным ДСК-анализа [19] (рис. 1). О предположительном строе-
нии конденсированных продуктов термического разложения НТО сообщалось в работе [20]. 
Однако анализа строения продуктов разложения в работе не показано. Отсутствуют данные 
об элементном составе, спектральных свойствах: энергии колебательных состояний и элек-
тронное строение. 

Рис. 1. Изготовление фотоактивных веществ из НТО
Fig. 1. Production of photoactive substances from NTO

Мы полагаем, что механизм разложения может изменяться в зависимости от интенсив-
ности инициирования химических реакций термического разложения, а структура конечных 
конденсированных продуктов реакции очевидно зависит от конечной температуры. Данный 
факт требует дальнейших исследований строения полученных веществ. 

Определение фотоактивности
Из-за специфики метода термического разложения (см. рис. 1) сложно добиться ровной 

поверхности образца, поэтому для измерения фотоактивности выполнялся поиск областей 
воздействия с минимальным количеством видимых неоднородностей, имеющих внутренние 
каналы (рис. 2, а). 

Измерение фотолюминесценции выполнялось с помощью лазерной накачки и регистра-
ции отраженного от образца сигнала CCD-детектором (Andor). Воздействие производилось 
через объектив с увеличением 10×. Лазерная накачка выполнялась тремя источниками с дли-
ной волны 473, 532 и 633 нм, для которых диаметр пятна взаимодействия лазерного излуче-
ния (ЛИ) составил 45, 30 и 40 мкм соответственно (рис. 2, б). Все исследования проводились 
на базе модульной платформы нанолаборатории Интегра-Спектра производства компании НТ-
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МДТ РФ, общая оптическая схема которой приведена в работе [21], а оптическая схема экспе-
римента, выполненного в данной работе, показана на рис. 3. Спектры диффузного отражения 
получены с помощью спектрофотометра. 

  

а                                                                                           б

Рис. 2. Микрофотография поверхности продукта МТР НТО (а) и область воздействия ЛИ (б)
Fig. 2. Microphotography of the surface of the STD NTO product (а) and the area of exposure to LR (б)

Рис. 3. Оптическая схема эксперимента
Fig. 3. Optical scheme of the experiment

Известно, что фотоактивность зависит не только от химического строения вещества (эле-
ментный состав, химические связи), но и от его субмикроструктуры, в том числе микромор-
фологии поверхности полученных образцов (см. рис. 2, а), что позволяет регулировать выход 
фотонов за счет создания развитой поверхности. Стоит отметить, что рабочая поверхность 
одновременно должна быть плоской и развитой, чтобы выход фотонов не затруднялся слож-
ной микроканальной морфологией. Этим требованиям удовлетворяет поверхность, состоящая 
из микро- или наносфер [13], уложенных в одной плоскости. Воздействие ЛИ длиной волны 
473 нм (см. рис. 2, б), демонстрирует незначительную неравномерность рассеяния ЛИ, следо-
вательно, стоит ожидать минимального снижения интенсивности сигнала фотолюминесцен-
ции (рис. 4) относительно плоской поверхности образца. Однако для выхода большего чис-
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ла фотонов с общей поверхности целесообразно оптимизировать метод получения образцов, 
что является целью дальнейших исследований. 

Рис. 4. Спектр фотолюминесценции продуктов МТР НТО в зависимости от длины волны ЛИ  
и рамановский спектр НТО при одинаковой дозе облучения (8 мкДж) 

Fig. 4. The photoluminescence spectrum of STD NTO products depending on the wavelength and Raman spectrum NTO 
of the radiation at the same dose (8 µJ)

Спектры диффузного отражения (рис. 5), упругая составляющая рассеяния фотонов (см. 
рис. 4), демонстрируют увеличение коэффициента отражения ЭМИ от продуктов МТР НТО 
в диапазоне от 380 до 1100 нм и, соответственно, уменьшение поглощения (адсорбции) фото-
нов с энергиями от 3,20 до 1,13 эВ. В отличие от НТО, имеющего ширину запрещенной зоны 
2,9±0,3 эВ по экспериментальным данным собственного поглощения, продукты его разложения 
характеризуются полизональным строением и поэтому более широкой зоной фотофизической 
активности. Таким образом, можно отметить сужение области неупругого рассеяния и увели-
чение интенсивности упругого рассеяния по мере уменьшения энергии падающих фотонов, 
что позволяет получать более монохроматичный поток в длинноволновой области спектра. 

Рис. 5. Спектр диффузного отражения в области 250–1050 нм для продуктов МТР НТО
Fig. 5. Diffuse reflection spectrum in the range of 250–1050 nm for STD NTO products
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Мы полагаем, что наблюдаемое красное смещение свидетельствует о перераспределе-
нии электронных пар в зависимости от энергетического спектра и природы взаимодействия 
электронных облаков при Sp-Sp2 гибридизации в гетероциклических соединениях. Учиты-
вая, что гетероциклические формы нитрида углерода g-C3N4 проявляют аналогичный эффект 
[13], можно предположить, что он может оказаться полезным при создании комбинированных 
структур для фототехнических и фотохимических процессов, работающих в более широком 
диапазоне длин волн. Стоит отметить, что УНМ на основе оксидов металлов проявляют сни-
жение фотоактивности по мере снижения энергии фотонов источника воздействия.

Выводы
Полученные спектры фотолюминесценции позволяют утверждать, что продукты разложе-

ния НТО являются фотоактивными, при этом сам НТО не проявляет фотоактивности во всем 
видимом диапазоне частот ЭМИ. Профиль полученных спектров фотолюминесценции позво-
ляет использовать их в качестве реперных точек для создания комбинированных фоточувстви-
тельных элементов. 

Учитывая данные фотолюминесценции и микроморфологии поверхности частиц продук-
тов разложения НТО, можно утверждать, что полученные квантовые выходы фотонов не явля-
ются предельными для рассматриваемых материалов. 

Таким образом, энергетические материалы выступают прекурсорами синтеза ряда струк-
тур, построенных на основе C…N и N…N связей различного типа, и обладающих фотоактив-
ностью. 
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Аннотация
Рассматривается решение уравнений, содержащих неизвестную под знаком интеграла с помощью систем ком-
пьютерной математики. Предложено рациональное решение уравнения в задаче определения примесей с помо-
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Введение
В физике встречается немало случаев, когда необходимо решить уравнение, содержащее 

неизвестную под знаком интеграла, что может представить самостоятельную проблему. 
В системах компьютерной математики есть эффективные функции для численного реше-

ния уравнений, которые можно использовать для решения обозначенной задачи. Для опре-
деленности в дальнейшем будет применяться система компьютерной математики MathCAD, 
которая обладает низким порогом вхождения и понятным интерфейсом. В MathCAD матема-
тические операции дифференцирование, интегрирование и т. д. записываются в естествен-
ном виде, к которому пользователь привык при изучении математики. Кроме того, поскольку 
MathCAD является самым «младшим» среди Maple, Mathematica, MATLAB, то всё, что делает 
MathCAD, «умеют», в основном, и его более мощные конкуренты. Поэтому полученные ре-
зультаты можно воспроизвести на более продвинутых платформах. 

Основным оператором, который будет использоваться в дальнейшем, является оператор 
для численного решения уравнений root. Он работает по следующей схеме: предположим, не-
обходимо решить уравнение f(x) = 0 (справа от знака «=» ноль, слева – всё остальное). Запи-
сываем под знаком оператора root левую часть уравнения, т. е. f(x), через запятую указываем 
букву, обозначающую неизвестную, в нашем случае это х, затем через запятую, левую границу 
интервала, на котором находится корень, а затем через запятую правую границу. Скобка за-
крывается, и после знака = появляется значение корня. Таким образом, процедура решения 
уравнения будет сводиться к написанию:

	 ( )( ), , , ,root f x x a b =    или  ( )( ): , , ,X root f x x a b X= = 	

При решении системы уравнений используется блок Given – Find. Предположим, необхо-
димо решить систему уравнений: f(a,b) = 0, g(a,b)=0 относительно неизвестных a,b. Процедура 
решения сводится к следующему. Сначала записываются с помощью оператора присваивания 
:= предполагаемые решения, например a:=3.2 b:=5.4. Затем пишется Given, после записыва-
ются уравнения в естественном виде f(a,b) = 0, g(a,b) = 0, но с использованием специального 
жирного знака =, а после пишется Find(a,b) = с нормальным знаком =. На рис.1 представлены 
примеры решения уравнений, содержащих неизвестные под знаком интеграла.
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Рис. 1. Примеры решений уравнений с помощью функции root и блока Given – Find 
Fig. 1. Examples of equation solutions using the root function and Given – Find block

Восстановление потенциальной энергии U(r) по зависимости угла рассеяния χ  
от прицельного расстояния ρ

В ряде случаев, исследуя рассеяние частиц, можно установить вид потенциальной энергии 
U(r) налетающей частицы в поле рассеивающего центра. Это становится возможным, если 
известна зависимость угла отклонения χ от прицельного расстояния ρ, т. е. известна формула 
для χ(ρ).
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Рис. 2. Верификация численного решения задачи об определении потенциальной энергии
Fig. 2. Verification of the numerical solution of the problem of potential energy determination

Формальное решение этой задачи приведено в [1] и сводится к решению интегрального 
уравнения для вспомогательной функции w(r), с помощью которой находится U(r). Решение 
интегрального уравнения в неявном виде определяет w(r), а следовательно, и U(r):

	 ( )
•

exp ,
r w

d
w

r w

∞ χ ρ ρ
 = − ⋅
 π ρ ⋅− 

∫ 2 2 2

1   или  ( ) ( ) ,
r w

d
ln w

r w

∞

⋅

χ ρ ρ
π ⋅

⋅
+ =

ρ −
∫ 2 2 2

0   .Uw
E

= −1

Уравнение для w(r) будет предметом тестирования излагаемого метода решений уравне-
ний. Рассмотрим два случая, если зависимость поля от r имеет вид 1/r и 1/r:
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	 ( ) arctg ,
E

 α
χ ρ = ⋅  ⋅ρ ⋅ 
1 2

2
  ( ) , ,

E

 
 
 χ ρ = π − α = α

+ 
ρ  ⋅2

1
2 1 1

1

где энергия частицы Е=30 Дж. Результаты численного решения будем обозначать как U1(r) и 
U2(r). Построим графики зависимости U1(r) и 1/r, U2(r) и 1/r2для 0,3 < r < 1,5 м и сравним 
численный расчет с аналитической зависимостью. Результаты представлены на рис. 2.

Лазерное зондирование атмосферы
Для изучения химического и аэрозольного состава атмосферы применяется метод сравни-

тельного поглощения, основанный на использовании лазерных локаторов – лидаров [2].
Атмосфера зондируется импульсами на близких частотах ν1 и ν2. Частота ν1 почти совпа-

дает с центром линии поглощения νа исследуемого вещества, а ν2 лежит вне ее. Отношение ве-
личины принимаемых сигналов на частотах ν1, ν2 будет определяться поглощением лазерного 
излучения в спектральной линии исследуемого вещества на частоте ν1 и дается выражением:

	
( ) { }

( )

exp ( )
,

a aK K v m dvPT
P K dv

∞

∞

ν −µ
= =

ν

∫
∫

1

1 0

22
0

ë

ë

где μа – процентное содержание рассматриваемой компоненты вещества, m – масса поглощаю-
щего вещества на пути лазерного импульса.

Реальный контур линии поглощения близок к лоренцевскому:

	
( )

) ,( a

a
a

a

K v J
v v
γ

π γ + −
= 0

22

где J0 – интенсивность линии; γа – полуширина.

Частотная зависимость линии лазерного излучения описывается подобным контуром:

	 ( )
( ,)K i

i

v P γ
π γ + ν

=
− ν

0
22ë

где P0 – мощность излученного импульса, i = 1,2.

После некоторых преобразований формула для Т будет иметь вид:

	 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

exp( cos )
, , ,

cos sin( )

z z t dtaeT T z a
a a t a t

− π

−π

−
= δ =

π  + + δ + − − δ + δ 
∫ 2 2 2 2 21 1 1 1 2

где 

	 , , .a a a

a

J m v vz aµ γ −
= = δ =

πγ γ γ
0 1
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Если из экспериментальных данных известно Т = Р1/Р2, то, решая уравнение T = T(z,a,b), 
содержащее неизвестную z под знаком интеграла, можно определить  через z концентрацию μа 
примеси.

В качестве примера решения уравнения, содержащего неизвестную под знаком интеграла, 
вычислим значения z при заданных значениях T. Результаты решения приведены на рис. 3.

Рис. 3. Решение уравнения, возникающего в связи с задачей о лазерном зондировании атмосферы
Fig. 3. Solution of the equation arising in connection with the problem of laser sensing of the atmosphere

Решение уравнения, возникающего в задаче о дифракции света
При определении радиуса первого темного кольца в задаче о дифракции света на непро-

зрачном диске [3] необходимо решить уравнение J1(z) – 0,5J1(0,5z) = 0, где J1(z) – функция 
Бесселя первого рода 1-го порядка. Если использовать интегральное представление для J1(z), 
то решение этого уравнения может служить примером рассматриваемого метода решения 
уравнений, содержащих неизвестную под знаком интеграла. На рис. 4 показано решение рас-
сматриваемого уравнения при различных значениях параметра α в виде таблицы и конкретное 
решение для α = 0,5, чтобы можно было сравнить с решением в [3]. 
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Рис. 4. Решение уравнения J1(z) – αJ1(αz) = 0, содержащего неизвестную под знаком интеграла
Fig. 4. Solution of the equation J1(z) – αJ1(αz) = 0 containing the unknown under the sign of the integral

При рассмотрении задач с краевыми условиями решение часто выражается в виде раз-
ложения по собственным функциям. Если задача обладает аксиальной симметрией, то соб-
ственными функциями являются функции Бесселя. Хотя формальная схема решения понятна, 
но определение коэффициентов разложения – не всегда простая задача.  В сборниках задач 
по математической физике и в книгах, в которых используются уравнения с частными про-
изводными, очень часто решение задач записывается в виде ряда, в котором коэффициенты 
являются решением некоторого трансцендентного уравнения. Определение корней уравнения 
считается тривиальной задачей и предоставляется читателю. Следующие примеры с диффузи-
ей магнитного поля и ядерным реактором хорошо иллюстрируют подобную ситуацию.

Определение корней функции в задаче о диффузии магнитного поля  
в полый цилиндр

Магнитное поле в полости полого цилиндрического проводника, внешний радиус которо-
го b, а внутренний a, определяется формулой [4]:

	 ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ), exp( ) ,n n
z n

n n n n

J a J bH a t H H t
a J b J a

∞

=

α ⋅ α
= − −κ α

 α α − α 
∑ 2 2 0

0 0 1 2 2 2
1 0 2

4

где κ1 – коэффициент диффузии; αn – корни уравнения

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ;J b Y a Y b J aα α − α α =0 2 0 2 0

J, Y – функции Бесселя первого и второго рода и порядка n = 0,2.
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Рис. 5. Вычисление корней уравнения f(z) = 0, содержащего неизвестную под знаком интеграла
Fig. 5. Calculating the roots of the equation f(z) = 0 containing the unknown under the sign of the integral

Воспользуемся этим примером для демонстрации заявленной возможности решения урав-
нения, содержащего неизвестную под знаком интеграла. Для этого введем функции пользо-
вателя Ju(n, x) (n = 0,2), представляющие функции Бесселя первого рода определенным ин-
тегралом, поскольку автору неизвестно, каким образом разработчики MathCAD определили 
встроенные функции Бесселя, а в контексте данной статьи  необходимо именно интегральное 
представление хотя бы Jn(x). Рассмотрим функцию, в которой вместо α будем использовать z 
(α похожа на a):

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f z J bz Y az Y bz J az= −0 2 0 2

Алгоритм определения корней функции f(z) заключается в проверке знака f(z) при бли-
жайших целочисленных значениях аргумента z. Аргумент z последовательно пробегает цело-
численные значения от 1 до 100. Если знаки f(z) и f(z+1) противоположны, то ищется корень 
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f(z) на отрезке (z, z + 1) с помощью функции root. Эти корни и подставляются в разложение 
для Hz(a, t).

Конкретная реализация этого метода представлена на рис. 5.

Определение критических размеров гомогенного цилиндрического  
ядерного реактора с отражателем нейтронов

Иногда преподаватели математической физики в качестве иллюстрации методов решения 
уравнений эллиптического типа рассматривают уравнение диффузии нейтронов в ядерном ре-
акторе, более конкретно – задачу об определении критических размеров. Далее будет обсуж-
даться решение критического уравнения для цилиндрического реактора, которое представляет 
интерес в контексте данной статьи, поскольку неизвестный критический радиус содержится 
в неявном виде под знаком интеграла в уравнении, содержащем различные функции Бесселя. 
Прототипом реактора для данной задачи был гомогенный реактор сферической формы, по-
строенный в Лос-Аламосе в 1944 г. Из описания этого реактора [5] взяты необходимые кон-
станты для цилиндрической модели, а метод получения формулы для критического радиуса 
описан в [6].

Рассматриваемый реактор имеет вид цилиндра. Активная зона, радиус которой надо опре-
делить, заполнена водным раствором сульфата уранила UO2SO4. Отношение 238U к 235U равно 
примерно 6  :  1. В радиальном направлении активная зона окружена отражателем из окиси 
бериллия. Толщина отражателя будет варьироваться с целью выяснения влияния отражателя 
на критический радиус активной зоны. Торцевые поверхности не закрыты отражателем, по-
скольку в этом случае уравнение диффузии нейтронов можно решить методом разделения пе-
ременных. 

Вкратце опишем получение формулы, выражающей условие критичности и являющейся 
объектом приложения предлагаемого метода решения уравнений с неизвестной под знаком 
интеграла. Подробности ее вывода в [6].

Уравнения для потока нейтронов Ф(r, z) в активной зоне и в отражателе имеют вид:

	 ( ) ( ), , ,r z B r zΦ + ⋅ Φ =∆ 1 1 1 0 ( ) ( ), , ,r z B r zΦ + ⋅ Φ =∆ 2 2 2 0   где .
r rr z

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂
∆

∂

2 2

2 2

1

Ввиду аксиальной симметрии зависимость от угла опущена, B1 и B2 – константы.
Уравнения для потока нейтронов Ф(r, z) решаются в цилиндрической системе координат r, 

z методом разделения переменных, т. е. предполагается, что:

	 ( ) ( ) cos, ,z f r
H

zr π ⋅ Φ = ⋅  
 

1 1   ( ) ( ) cos, .z f r
H

zr π ⋅ Φ = ⋅  
 

2 2

Соответствующие граничные условия на торцевых поверхностях цилиндра имеют вид:

	 , , , ,H Hr r   Φ ± = Φ ± =   
   

1 0 2 0
2 2

Н – высота цилиндра.

Уравнения для радиальной части оператора Лапласа для активной зоны и для отражателя 
имеют вид:

	 ( ) ( ) , ,kf r f r
HM

∞ − π + κ = κ = −  
 

∆
2

2 2
2

1
1 1 0

1
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	 ( ) ( ) , .f r f r
HM
π − ν = ν = ∆ + 

 

2
2 2

2

1
2 2 0

2

где М12 и М22 – площадь миграции нейтронов в активной зоне и в отражателе. Площадь ми-
грации есть 1/6 среднего квадрата смещения нейтрона от точки, где он родился быстрым, до 
точки, где он поглотился тепловым. kω – коэффициент размножения в бесконечной среде.

Решение этих уравнений имеет вид:

	 ( ) ( ) ( ) ,f r A J r A Y r= ⋅ κ ⋅ + ⋅ κ ⋅1 1 0 2 0

	 ( ) ( ) ( ).f r C I r C K r= ⋅ ν ⋅ + ⋅ ν ⋅2 1 0 2 0

Поскольку Y0(κ ∙ r) имеет в начале координат особенность, то нужно считать, что А2 = 0. 
Поэтому 

	 ( ) ( ).f r A J r= ⋅ κ ⋅1 1 0

Граничные условия на поверхности раздела активной зоны и отражателя

	 , D DΦ = Φ ⋅∇Φ = ⋅∇Φ1 2 1 1 2 2

приводит к уравнению, выражающему условие критичности:

	
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ,
( )

I R K R T K R I R TJ R D
J R D K R I R T I R K R T

 ν ⋅ ⋅ ν ⋅ +  + ν ⋅ ⋅ ν ⋅ + κ ⋅ κ ⋅     = ν ⋅ ⋅  
κ ⋅ ν ⋅ ⋅ ν ⋅ +  − ν ⋅ ⋅ ν ⋅ +      

1 0 1 01 2
0 1 0 0 0 0

где D1 и D2 – коэффициенты диффузии активной зоны и отражателя соответственно. Неиз-
вестная R и будет критическим радиусом, который нужно найти.

Приведем данное выражение к общему знаменателю и введем обозначения для левой g(R, 
T) и правой d(R, T) частей равенства, чтобы последующие формулы были менее громоздкими:

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

, ,

, .

g R T D J R K R I R T I R K R T

d R T D J R I R K R T K R I R T

= κ ⋅ ⋅ κ ⋅ ⋅ ν ⋅ ⋅ ν ⋅ +  − ν ⋅ ⋅ ν ⋅ +    

= ν ⋅ ⋅ κ ⋅ ⋅ ν ⋅ ⋅ ν ⋅ +  + ν ⋅ ⋅ ν ⋅ +    

1 1 0 0 0 0

2 0 1 0 1 0

Тогда уравнение критичности будет иметь вид:

	 ( ) ( ), , .g R T d R T− = 0

Дальнейшие вычисления представлены на рис. 6. Результаты вычислений представлены 
на графике зависимости критического радиуса активной зоны R от толщины отражателя Т.
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Рис. 6. Вычисление критического радиуса реактора
Fig. 6. Calculating the critical radius of the reactor

Вычисление энергетического спектра частицы в потенциальной яме  
с помощью правила квантования Бора – Зоммерфельда

Рассматриваемый метод решения уравнений, содержащих неизвестную под знаком инте-
грала, можно эффективно применять для определения энергетического спектра в квазикласси-
ческом приближении. Правило квантования Бора – Зоммерфельда имеет вид

	 pdx n = π + 
 ∫

1
2

2




  или  ( )( ) .
b

a
m E U x dx n − = π + 

 ∫
1

2
2


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Рис. 7. Вычисление энергетического спектра электрона в потенциальной яме
Fig. 7. Calculation of the energy spectrum of an electron in a potential well

Если потенциальная энергия U(x) известна, то это уравнение в неявном виде определяет 
энергию E при заданных целочисленных значениях n. Рассмотрим несколько примеров, иллю-
стрирующих возможности метода. Сначала рассмотрим движение электрона в поле

	 ( ) .
( )
UU x

ch x
−

=
α

0
2

Известно точное решение этой задачи [7] и решение в квазиклассическом приближении 
[8]. Эти решения использовались для сравнения с результатами численного расчета, представ-
ленными на рис. 7: E1(n) – значения энергии, полученные из точного решения задачи, E2(n) – 
значения энергии, полученные с помощью аналитического вычисления интеграла в условии 
Бора – Зоммерфельда, E3(n) – значения энергии, полученные с помощью численного решения. 
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Следующий пример несколько более сложен, поскольку необходимо решать уравнения 
для определения точек остановки, т. е. численно определять пределы интегрирования (рис. 8). 
Кроме того, интеграл не вычисляется аналитически. Определим энергетический спектр, если 
частица движется в поле

	 ( ) ( )arctg .U x x x= ⋅

Для простоты будем считать, что 2m = ħ = 1, т. е. правило Бора – Зоммерфельда имеет вид

	 ( ) .
b

a
E U x dx n − = π + 

 ∫
1
2

Рис. 8. Вычисление энергетического спектра в поле U(x) = x ∙ arctg(x)
Fig. 8. Calculation of energy spectrum in the field U(x) = x ∙ arctg(x)

Эффект Штарка в атоме водорода
Рассмотрим вычисление энергии атома водорода в электрическом поле с использовани-

ем квазиклассического приближения. При больших значениях главного квантового числа n 
не выполняется критерий применимости метода возмущений, а метод ВКБ, напротив, тем точ-
нее, чем больше значение главного квантового числа n. Следуя [7], опишем получение фор-
мул для определения спектра ВКБ. Для упрощения формул используются атомные единицы, 
т. е. полагаем, что масса электрона m = 1, заряд электрона е = 1, постоянная Планка ħ = 1. 
Единицей энергии будет me4/ ħ2 = 27,21 эВ, напряженности боровский радиус a = ħ2/(me2) = 
= 5,29 ∙ 10–9 см будет единицей длины, а единицей электрического поля будет напряженность 
поля, создаваемого протоном на расстоянии, равном боровскому радиусу e/a2 = 5,142 ∙ 109 В/м. 
Напряженность поля будет обозначаться буквой F. Ввиду аксиальной симметрии целесообраз-
но использовать параболические координаты ξ, η, φ. Уравнение Шредингера для электрона 
в атоме водорода в параболических координатах имеет вид:
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	 ( ) .F E
    ∂ ∂ψ ∂ ∂ψ ∂ ψ

ξ + η + + ψ − ξ − η ψ = − ψ    ξ + η ∂ξ ∂ξ ∂η ∂η ξη ξ + η∂ϕ    

2

2

4 1 4
2

Это уравнение допускает разделение переменных, в результате которого получаем

	

,

,

.

dfd E m F f f
d d

dfd E m F f f
d d

  
ξ + ξ − − ξ = −β    ξ ξ ξ   

  
η + η − + η = −β    η η η   

β + β =

2
21

1 1 1

2
22

2 2 2

1 2

2 4 4

2 4 4

1

С помощью подстановки

	 ,f fχ
= =

ξ η
1

1 2
2

получаем уравнения:

	
,

.

d E m F
d

d E m F
d

 χ β −
+ + − − ξ χ =  ξξ ξ 

 χ β −
+ + − + η χ =  ηη η 

2 2
1 1

12 2

2 2
2 2

22 2

1
0

2 44

1
0

2 44

Каждое из этих уравнений имеет вид одномерного уравнения Шредингера, в котором роль 
полной энергии выполняет Е/4, а потенциальные энергии представлены как

	 ( ) ( ), .m F m FU Uβ β− −
ξ = − + + ξ η = − + − η

ξ ηξ η

2 2
1 2

1 22 2

1 1
2 8 2 88 8

В этих формулах в дальнейшем будут использованы обозначения: β1 = β, β2 = 1 – β. Кроме 
того, вместо m2 – 1 будем писать m2, поскольку в примечании к соответствующему параграфу 
[7] отмечается, что подробное исследование приводит к выводу о том, что такая замена дает 
более точные результаты. Окончательно 

	
( ) ( ) ( ), ( ) .m F m FU U U Uβ − β
ξ = ξ = − + + ξ η = η = − + − η

ξ ηξ η

2 2

1 22 2

1
1 2

2 8 2 88 8

Согласно правилу квантования Бора – Зоммерфельда имеем:

	 ( ) ( ), .E EU d n U d n
ξ η

ξ η

       − ξ ξ = + π − η η = + π       
       ∫ ∫2 2

1 1

1 1
2 1 1 2 2 2

4 2 4 2

Эти формулы будут объектом приложения рассматриваемой методики решения уравнений 
для нахождения Е и константы разделения β. 

Для решения системы из двух уравнений с двумя неизвестными используем блок Given – 
Find, описанный во введении.

Кроме того, верхние и нижние пределы интегрирования ξ1, ξ2, η1, η2 зависят от энергии 
Е и для нахождения диапазона изменения ξ и η необходимо использовать решения уравнений 
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E/4 – U1(ξ) = 0, E/4–U2(η) = 0, т. е. на верхнем и нижнем пределах интегрирования должны 
быть написаны выражения типа

	 ( ) ( ), , , , , , , .E Eroot U root U   − ξ ξ ξ ξ − η η η η   
   

1 1 2 2 1 2
4 4

 

Рис. 9. Вычисление энергии электрона в атоме водорода при отсутствии поля и при наличии электрического поля. 
Для сравнения приведен результат, полученный по теории возмущений

Fig. 9. Calculation of the electron energy in the hydrogen atom in the absence of a field and in the presence of an electric 
field. The result obtained by perturbation theory is given for comparison



90� Учебно-методическое обеспечение преподавания физики

ISSN 2541-9447
Сибирский физический журнал. 2025. Том 20, № 1
Siberian Journal of Physics, 2025, vol. 20, no. 1

На рис. 9 вначале представлено решение для небольших значений n1 и n2 при отсутствии 
поля, из которого следует, что вычисленное значение энергии Е соответствует значениям, по-
лученным из точной формулы E= –1/(2n2). Второй этап тестирования заключается в сравнении 
результатов, полученных для энергии Е в присутствии поля по теории возмущений и с помо-
щью квазиклассического приближения. Результаты вычислений совпадают. Наконец, на рис. 10 
приведены результаты вычислений для ридберговских состояний при наличии поля, т. е. сос
тояния с большим значением главного квантового числа n = 82. Из полученных результатов 
можно сделать вывод о работоспособности метода.

Рис. 10. Пример вычисления энергии ридберговского состояния n = 82 при наличии электрического поля  
с помощью правила квантования Бора – Зоммерфельда

Fig. 10. Example of calculation of the energy of the Rydberg state n=82 in the presence of an electric  
field using the Bohr – Sommerfeld quantization rule

Вычисление параметров релятивистского ферми-газа
Для определения значений энергии Е и давления р релятивистского газа фермионов ис-

пользуются формулы [9]:

	 ( ) ( ), .
mc ch mc ch

m c sh ch d m c sh dE V p
h he e

∞ ∞
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Здесь 

	 , ,p c m c mc ch
kT

ε = + = θ β =2 2 2 4 2 1

где θ – параметр, а остальные обозначения общепринятые. Специфика проблемы в том, что, 
как и в нерелятивистском случае, для вычисления Е и р необходимо знать химический потен-
циал μ, который зависит от количества  частиц N в объеме V и температуры Т и выражается 
в неявном виде посредством формулы:

	 ( ) .
mc ch

mc sh ch dN V
h e

∞

β θ−µ

θ ⋅ θ θ = π  
  +

∫ 2

3 2

0
8

1

Рис. 11. Вычисление энергии Е и давления р релятивистского газа электронов при заданных температуре Т  
и концентрации N/V

Fig. 11. Calculation of energy E and pressure p of relativistic electron gas at given temperature T  
and concentration N/V
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Если газ ультрарелятивистский ε = рс или вырожденный, то можно получить более про-
стые формулы [10]. Но для конкретных значений N, V, T удобно вычислять химический потен-
циал μ как корень уравнения, содержащего неизвестную под знаком интеграла, т. е. применить 
рассматриваемый метод. Для удобства будем в показателе экспоненты под знаком интеграла 
выражать энергию ε химический потенциал μ и kT в единицах mc2, т. е. введем обозначения:

	 ( ), , , .mc ch kT chch T mc ch
Tmc mc mc

θ µ θ − µ
ε → = θ → µ → β θ − µ →

2
2

2 2 2

Кроме того, при численном вычислении интеграла бесконечность заменяется конечным 
числом, например 1000. Но в нашем случае верхний предел не будет превышать 4, посколь-
ку в знаменателе стоит экспонента с гиперболической функцией в показателе, т. е. экспонен-
та в экспоненциальной степени и при относительно небольших значениях параметра θ зна-
менатель может превысить 10308 – предельное число, с которым может работать MathCAD. 
На рис. 11 приведены графики подынтегральных функций, из которых можно оценить значе-
ние верхнего предела интегрирования. Значения температуры Т и концентрации электронов 
N/V взяты достаточно произвольно, хотя и близко к характерным значениям для массивных 
звезд на заключительных этапах эволюции. 

Выводы
Приведенные примеры продемонстрировали эффективность методов решения уравнений, 

содержащих неизвестную под знаком интеграла. Помимо того, что представленный материал 
может быть использован для семинарских занятий, ряд примеров имеет самостоятельное зна-
чение. Имеется в виду определение спектра ВКБ квантовых систем, вычисление химического 
потенциала релятивистского газа Ферми – Дирака.
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