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Аннотация
В работе исследовано влияние числа Маха и числа Рейнольдса на устойчивость пограничного слоя с внутрен
ним подводом тепла и инжекцией однородного газа через пористую стенку. При фиксированном числе Маха 
зависимость степеней усиления возмущений от расстояния до передней кромки пластины не монотонна. С уве
личением числа Рейнольдса фазовая скорость стремится к скорости в обобщенной точке перегиба. Наиболее 
растущими в пограничном слое являются двумерные волны. С увеличением числа Маха и при фиксированном 
расстоянии от кромки пластины имеет место сильная стабилизация пограничного слоя. При M = 4 максималь
ная степень усиления уменьшается по сравнению с соответствующей величиной при M = 0 более чем на поря
док, а протяженность устойчивого пограничного слоя увеличивается в 2 раза. При этом частота в критической 
точке нейтральной кривой уменьшается примерно в три раза. Установлено, что как и при отсутствии инжекции 
газа через пористую стенку, так и при ее наличии внутренний подвод тепла оказывает стабилизирующее вли
яние на пограничный слой. В рамках принятой модели подвода тепла при M = 3 степень усиления понижается 
примерно в полтора раза в сравнении со случаем без внутреннего подогрева пограничного слоя.
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Abstract
The influence of the Mach number and Reynolds number on the stability of the boundary layer with internal heat supply 
and homogeneous gas injection through the porous wall is studied. At a fixed Mach numbers, the dependence of pertur
bation amplification rate on the distance to the plate leading edge is not monotonic. As the Reynolds number increases, 
the phase velocity tends to the velocity at the inflection generalizing point. Twodimensional waves are the most grow
ing in the boundary layer. With increasing Mach number and a fixed distance from the plate, edge there is a strong stabi
lization of the boundary layer. At M=4 the amplification rate maximum decreases in comparison with the corresponding 
value at M=0 by more than an magnitude order, and the length of the stable boundary layer increases by a factor of 2. At 
the same time, a frequency at the neutral curve critical point decreases by a factor of about three. It has been establishing 
that both in the absence of gas injection through a porous wall and in its presence, the internal heat supply has a stabiliz
ing effect on the boundary layer. Within the adopted model of heat supply at M=3 the degree of amplification decreases 
by about one and a half times in comparison with the case without internal heating of the boundary layer.
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Введение

Одна из важных задач аэродинамики состоит в снижении сопротивления движущихся 
тел в газовой среде. Этому вопросу посвящено большое количество исследований. Среди них 
значительное место уделяется воздействию локального подогрева натекающего на тело газа. 
Достаточно подробный обзор работ этого направления имеется в [1]. Полезные результаты 
по влиянию локального подогрева на сопротивление движущихся тел имеются в публикациях 
[2–7]. Все упомянутые исследования проведены либо в рамках идеального газа, либо в усло
виях турбулентного обтекания тел. Впервые влияние подвода энергии внутрь турбулентного 
сверхзвукового пограничного слоя исследовалось в [8; 9]. При этом методы подвода тепла там 
не обсуждаются. Ярким примером внутреннего подвода тепла в пограничный слой является 
диффузионное пламя. Подробную информацию о пограничном слое с диффузионным горени
ем топлива, подаваемого через пористую стенку можно найти в [10]. 

Среди задач управления пограничным слоем важное место занимает проблема его устой
чивости и ламинарнотурбулентного перехода. К сожалению, решение задачи устойчивости 
пограничного слоя с горением в полной постановке осложняется необходимостью учитывать 
не только возмущения скоростей, давления и температуры, но также концентраций всех га
зов смеси, источников подвода тепла и порождения (убыли) компонентов смеси. К счастью, 
как показано в [11], важные выводы об устойчивости пограничного слоя с пламенем могут 
быть сделаны на примере устойчивости пограничного слоя однокомпонентного газа с вну
тренним подогревом, обеспечивающим распределение температуры по пограничному слою, 
близкое к ее распределению в условиях горения. Состояние пограничного слоя при сгорании 
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топлива, подаваемого через пористую стенку, зависит не только от источника энергоподвода, 
но и от скорости вдуваемого топлива. Впервые совместное влияние инжекции газа через пори
стую стенку и внутреннего подвода тепла при M<<1 изучено в [12].

Цель данных исследований заключалась в исследовании влияния числа Маха на характе
ристики устойчивости пограничного с внутренним подводом тепла и инжекцией однородного 
газа через пористую стенку.

1. Основные уравнения

1.1. Стационарное (основное) течение описывается уравнениями пограничного слоя, кото
рые в безразмерной форме имеют вид [12]:

  

c граничными условиями: (0) 0u = , (0) / ( (0)v j ρ= ; y = ∞ : ( ) ( ) 1u T∞ = ∞ = .

Здесь u и v ─ проекции вектора скорости на ортогональные координаты: x (параллель
ная поверхности пластины) и y (нормальная к поверхности) соответственно, ρ – плотность, 
T – температура, 2/ (M ( 1))h T γ= −  – энтальпия, Q – количество тепла введенного в единицу 
времени на единицу массы, μ – динамический коэффициент вязкости, j – массовый поток газа 
через стенку, Pr – число Прандтля, M – число Маха на внешней границе пограничного слоя, 
γ – показатель адиабаты. Предполагается, что число Прандтля постоянно, Ts = 110 °K.

Система (1) и граничные условия нормализованы с помощью следующих масштабов: 
ve/ue – длина, μe – вязкость, ue – скорость, Te – температура, ρe – плотность, 2

eu  – энтальпия, 
4 /e e eu ρ µ  – подвод тепла, ρe ue – массовый поток газа через стенку. Индексом e помечены раз

мерные параметры на внешней границе пограничного слоя.
В локальном автомодельном приближении система (1) и граничные условия приводятся 

к виду [11]: 

  (2)

 Re,  0,  w
d

j u T T
dY

Φ
Φ = = = =  при Y=0;   1,  g 1u → →  при Y→∞. 

(1)
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Здесь ( )
0

dY
η

ρ η η∫= ,  / Reyη = , / ,  g= / ed dY u I IΦ = ,  D ρµ= , 1 / Tρ = ,  Re x= , Reb – по
стоянное число Рейнольдса, при котором Q обеспечивает необходимое распределение темпе
ратуры по пограничному слою, полученное любым методом (либо теоретическим, либо экс
периментальным). В [11] на основании экспериментального температурного профиля работы 
[13] (M<<1 ) при Reb = 180 и расчетов на основе системы (2) было определено

 ,

которое использовалось в настоящих расчетах.

 1.2. В приближении параллельного основного течения система однородных линейных диф
ференциальных уравнений для амплитуд ( ( )d

i Yφ ) возмущений ( ) exp[ ( )d
i i Y i x z Ftφ φ α β= + −  

(F=2πfμe/(ρeu2
e), f – частота в Герцах) имеет вид [11]:

 

  

Здесь 1 2 3 4 5 6 7 8, ,  ,  ,  ,  ,  ,  d d d d d d d dφ φ φ φ φ φ φ φ  – амплитуды возмущений давления; нормальной, про
дольной и боковой скорости; сдвиговых напряжений 12 23,  τ τ ; теплового потока и энтальпии. 
Дополнительными членами системы являются: 

3 5
d d d
w x zu i iφ φ= + , 3

d d d
t x r w ai i uµ µ φ= +  2 2( )a x z ri iµ µ= + , 1/d d d

mr g Tρ ρ φ ρ= = −

, 1 8
d d

mT g φ= , 

Rexi i Tα= , Rezi i Tβ= , Re Re( )c ci u i u Fα= = − , 
Rer
µρ

µ = , 1
T

d
dT

µ
µ

µ
= , 2Mmg γ= , 

2
1 ( 1)Mmg γ= − .
Система (3) решается с граничными условиями: 3 2 4 8, , , 0d d d dφ φ φ φ =  при Y = 0, ∞.
При заданных реальных значениях F и β находится комплексное значение α=αr + iαi 

как собственное значение задачи. При отрицательных значениях αi возмущение растет вниз 
по потоку, пограничный слой неустойчив.

2. Результаты

Все расчеты проводились при температуре поверхности Tw = 640 °K, торможения 
T0 = 290 °K, числе Прандтля Pr = 0,72, показателе адиабаты γ = 1,4, массовом потоке газа 
через стенку j = 0.004, Reb = 180 и различных числах Маха и Рейнольдса.

2.1. На рис. 1 показаны распределения по пограничному слою скорости u, температуры T 

и параметра 
du

K
d

ρ
η

= , максимумы и минимумы которого являются необходимыми условиями 

(3)
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невязкой неустойчивости [14], при M = 3, Re = 180, j = 0.004 как в отсутствии подвода теп
ла: Q = 0 (а), так и с подогревом: Q ≠ 0 (б). Прежде всего следует заметить, что зависимость 
скорости от координаты Дородницина – Ховарта (Y) практически не зависит от числа Маха. 
Это было подтверждено и расчетами при M << 1, 1,0, 2,0 и 4,0. За счет подогрева температура 
внутри слоя примерно в 2 раза превышает температуру на стенке, которая максимальна при от
сутствии внутреннего подогрева. Обращает на себя внимание появление минимума наряду 
с максимумом в зависимости параметра K от Y. Он располагается вблизи стенки, в то время 
как его максимум находится в районе границы пограничного слоя. С учетом того, что шкала 
для параметра K на рис. 1, а сжата в два раза по сравнению со шкалой на рис. 1, б, максималь
ное значение K при внутреннем подводе тепла примерно в те же два раза меньше соответству
ющего значения K при отсутствии подогрева.
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Рис. 1. Распределения по пограничному слою скорости, температуры и параметра K при M = 3 при отсутствии под
вода тепла, Q = 0 (а) и при его подводе, Q ≠ 0 (б)
Fig. 1. Distributions of velocity, temperature and parameter K across the boundary layer at M = 3 in heat supply absence, 
Q = 0 (a) and at its supply, Q ≠ 0 (б)

При наличии точки перегиба (максимумы или минимумы функции K(Y)) для случая несжи
маемой жидкости Фьёртофтом [15], а для газа в [15] получено дополнительное необходимое 

условие для невязкой неустойчивости: , 1( ) 0s s
dK

u u
dY

− < , где us, us1 – скорости в максимуме 

и минимуме функции K(Y) соответственно. В случае без внутреннего подогрева (рис. 1, а) ус
ловие Фьёртофта при всех значениях u. При подводе тепла оно выполняется при us в диапазоне 
u > us1. При us1 условие Фьёртофта выполняется при u > us. Таким образом, при внутренним 
подогреве суммарно условие Фьёртофта выполняется при u > us1.

На рис. 2 показана зависимость температуры (а) и параметра K (б) при внутреннем 
подогреве и разных числах Маха (Re = 180, j = 0,004). Из приведенных данных следует, 
что при постоянной температуре торможения максимальная температура внутри слоя относи
тельно температуры на внешней границе пограничного слоя возрастает, а величина параметра 
K уменьшается с увеличением числа Маха. Если отнести температуру в слое к температуре 
торможения, то ее максимальная внутри слоя величина будет практически неизменной при из
менении числа Маха и равной 2

max 0K= / (1 M ( 1) / 2) 4T TT γ+ − ≈ . Что касается максималь
ного значения параметра K, то оно в этом случае росло бы с ростом числа Маха. Например, 
при M = 4 оно равнялось бы примерно 13 · 102, в то время как при M = 0 оставалось бы равным 
примерно 4 · 102. Положение максимального значения K = Kmax смещается к внешней границе 
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пограничного слоя с увеличением числа Маха. При этом минимальное значение K внутри слоя 
исчезает, и условие Фьёртофта начинает выполняться во всем диапазоне скоростей.

На рис. 3 приведены зависимости температуры (а) и параметра K (б) от нормальной ко
ординаты при разных числах Рейнольдса (M = 3, j = 0,004, Q ≠ 0). Из данных рис. 3, а видно, 
что температура в пограничном слое растет вниз по течению (с увеличением числа Рейнольд
са), в то время как Kmax уменьшается. Положение минимального значения параметра K = Kmin 
практически не меняется, в то время как его максимальное значение сдвигается к внешней 

 

Рис. 2. Распределения по пограничному слою температуры (а) и параметра K (б) при внутреннем подогреве и раз
ных числах Маха
Fig. 2. Distributions of temperature (a) and K parameter (б) across the boundary layer at internal heating and different Mach 
numbers

Рис. 3. Распределение по пограничному слою температуры (а) и параметра K (б) при внутреннем подогреве и раз
ных числах Рейнольдса
Fig. 3. Boundary layer distribution of temperature (a) and parameter K (б) at internal heating and different Reynolds num
bers
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границе пограничного слоя. Условие Фьёртофта выполняется при u > us1, в соответствии с вы
шепроведенным анализом.

2.2. На рис. 4 показаны зависимости пространственных степеней усиления – αi  косой 
волны с разными углами наклона волнового вектора к направлению набегающего потока 

( / )rarctgχ β α= при M = 3 (Re = 180, j = 0,004) от частотного параметра F. С увеличением 
угла χ область частот усиливающихся волн сужается преимущественно за счет высокочастот
ной части, а максимальные степени усиления уменьшаются. Поэтому ниже результаты будут 
представлены только для двумерных возмущений, χ = 0.

Рис. 4. Зависимости степеней усиления от частоты 
при разных направлениях волнового вектора к на
правлению основного течения
Fig. 4. Amplification rates dependences on frequency at 
different directions of the wave vector to the direction of 
the main flow

Рис. 5. Зависимость степеней усиления от частоты 
двумерной волны при отсутствии подвода тепла (1) 
и при внутреннем подогреве (2)
Fig 5. Amplification rates dependences on the frequency 
of a twodimensional wave in the absence of heat supply 
(1) and at internal heating (2)

На рис. 5 сопоставлены степени усиления как при отсутствии подвода тепла, так и с вну
тренним подогревом. Видно стабилизирующее влияние внутреннего подогрева как за счет 
уменьшения степени усиления, так и за счет сужения частотной области нарастающих волн. 
Этот результат согласуется с данными работ по влиянию внутреннего подвода тепла на устой
чивость пограничного слоя при дозвуковых скоростях с подачей однородного газа через пори
стую стенку [12] и при сверхзвуковом (M = 2) обтекании непроницаемой пластины [17].

Результаты вычислений степеней усиления и фазовых скоростей C = F/ αr при числе Маха 
M = 3 с подводом тепла при разных числах Рейнольдса (разные расстояния от передней кром
ки пластины) показаны на рис. 6. Из данных рис. 6, а видно смещение нарастающих волн 
в область низких частот с увеличением расстояния от кромки пластины. Изменение макси
мальных значений степеней усиления немонотонно. Например, максимальное значение αi 
при Re = 180 и 140 меньше соответствующего значения при Re = 160. Аналогичная немоно
тонность наблюдалась в [12] при том же значении j при M << 1, но отсутствовала в случае 
пограничного слоя на непроницаемой стенке [17].

С увеличением частоты темп увеличения фазовых скоростей замедляется (рис. 6, б) и в не
устойчивой области достигает значения C = Cmax на верхней ветке нейтральной кривой.
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Рис. 6. Зависимости степеней усиления (а) и фазовых скоростей (б) от частоты двумерных волн при внутреннем 
подогреве при M = 3, j = 0,004 и разных числах Рейнольдса
Fig. 6. Dependences of amplification rates (а) and phase velocities (б) on the frequency of a twodimensional waves under 
internal heating at M = 3, j = 0,004 and different Reynolds numbers

Рис. 7. Степени усиления (а) и фазовые скорости (б) в зависимости от частоты двумерных волн при внутреннем 
подогреве при Re = 180, j = 0,004 и разных числах Маха
Fig. 7. Amplification rates (a) and phase velocities (б) as a functions of frequency for the twodimensional waves under 
internal heating at Re = 180, j = 0,004 and different Mach numbers

На рис. 7 показаны зависимости степеней усиления и фазовых скоростей от частоты дву
мерных волн при внутреннем подогреве при Re = 180, j = 0,004 и разных числах Маха. Из дан
ных рис. 7, а видно сильное стабилизирующее влияние числа Маха. Например, при M = 4 мак
симальная степень усиления примерно в 14 меньше соответствующей величины при M = 0, 
а частотная полоса усиливающихся волн сокращается примерно в 3 раза. Сокращение частот
ной полосы происходит в основном за счет высоких частот. Фазовая скорость на верхней ветке 
нейтральной кривой увеличивается с ростом числа Маха.

Как при изменении числа Рейнольдса при M = 3, так и при изменении числа Маха 
при Re = 180 в неустойчивой области пограничного слоя скорость, равная фазовой скорости 
(u = C), удовлетворяет модифицированному условию Фьёртофта [15], как и в случае с дозву
ковыми скоростями [12].

Влияние вязкости сказывается на разнице значений фазовой скорости на верхней вет
ке нейтральной кривой Cmax и скорости us в обобщенной точке перегиба. Их сопоставление 
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приведено на рис. 8. При фиксированном значении числа Маха (M = 3) с увеличением числа 
Рейнольдса фазовая скорость не верхней ветке нейтральной кривой приближается к скорости 
в обобщенной точке перегиба (рис. 8, а). При достаточно большом удалении от передней кром
ки пластины (Re = 180) разница двух скоростей остается практически неизменной при измене
нии числа Маха (рис. 8, б) и достаточно малой величиной (примерно равной 2 % от скорости 
в обобщенной точке перегиба, us).

Рис. 8. Сопоставление фазовой скорости на верхней ветке нейтральной кривой и скорости в обобщенной точке 
перегиба при M = 3 (а) и Re = 180 (б)
Fig. 8. Comparison of the phase velocities on the upper branch of a neutral curve and the velocity at the generalized 
inflection point at M = 3 (a) and Re = 180 (б)

Рис. 9. Зависимость критических числ Рейнольдса и со
ответствующих частот от числа Маха при подводе тепла
Fig. 9. Dependence of critical Reynolds numbers and the 
corresponding frequency on the Mach number at heat input

Стабилизирующее влияние числа Маха, наряду с его влиянием на степени нарастания, 
показанное на рис. 7, а, отражается на зависимостях критического числа Рейнольдса Rec и со
ответствующей частоты Fc от числа Маха, показанных на рис. 9. При изменении числа Маха 
от M = 0 до M = 4 критическое число Рейнольдса увеличивается более чем в полтора раза. 
При этом частота в критической точке нейтральной кривой снижается примерно в три раза, 
что, повидимому, связано с утолщением пограничного слоя с ростом числа Маха.
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Заключение

На основании проведенных исследований влияния числа Маха на устойчивость погранич
ного слоя на пористой пластине с инжекцией однородного газа через ее поверхность и вну
тренним подводом тепла установлено следующее.

1. Наиболее растущими в пограничном слое являются двумерные волны, фронт которых 
параллелен передней кромке пластины.

2. Как и при отсутствии инжекции внутренний подвод тепла оказывает стабилизирующее 
влияние на пограничный слой, уменьшая степень усиления возмущения и частотную область 
растущих волн. При M = 3 максимальная степень усиления и частотная область усиливающих
ся волн за счет подвода тепла уменьшается примерно в полтора раза.

3. Как и в случае дозвуковых скоростей, при M ≥ 1 в условиях инжекции газа и внутрен
него подвода тепла максимальная по частоте степень усиления немонотонно зависит от числа 
Рейнольдса, в отличие от случая пограничного слоя на непроницаемой стенке [17].

4. Скорость потока в пограничном слое, равная фазовой скорости волны, удовлетворяет 
модифицированному условию Фьёртофта [15]. С увеличением расстояния от передней кромки 
пластины фазовая скорость на верхней ветке нейтральной кривой приближается к скорости 
в обобщенной точке перегиба. Например, при Re = 180 разница двух скоростей равнялась при
мерно 0,02 при всех числах Маха.

5. С увеличением числа Маха степень усиления и частотный диапазон нарастающих волн 
интенсивно снижаются, что ведет к увеличению критического числа Рейнольдса. Например, 
при M = 4 максимальная степень усиления примерно в 14 раз меньше соответствующей ве
личины при M = 0, а частотная полоса усиливающихся волн сокращается примерно в 3 раза. 
При этом протяженность устойчивого пограничного слоя увеличивается примерно в 2 раза, 
а соответствующая ему частота уменьшается более чем в три раза. Снижение частоты, пови
димому, связано с утолщением пограничного слоя при увеличении числа Маха.
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