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Аннотация
В работе описана методика цифровой обработки сигналов для определения взаимосвязи возмущений в сверхзву-
ковом потоке и пульсаций пограничного слоя модели плоской пластины. Приведены оценки погрешности пред-
ложенного метода обработки данных, представлены результаты эксперимента, проведенного для демонстрации 
метода на реальных данных.
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Abstract
The paper describes a digital signal processing technique for determining the relationship between disturbances in a su-
personic flow and pulsations of the boundary layer of a flat plate model. Estimates of the error of the proposed data pro-
cessing method are given, the results of an experiment conducted to demonstrate the method on real data are presented.
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1. Введение

Метод взаимно корреляционных измерений является одним из основных методов иссле-
дования турбулентных течений, поскольку позволяет определить временные и пространствен-
ные масштабы возмущений. Однако стоит заметить, что применение корреляционного анализа 
не ограничивается турбулентными течениями, так, в работе [1] впервые использован корреля-
ционный анализ для определения влияния пульсаций сверхзвукового потока на пограничный 
слой острой пластины и конуса при различных числах Маха. В работе использовались ана-
логовые методы корреляционных измерений, такие как коррелометры и линии задержки. Ис-
пользование аналоговой техники накладывает серьезные ограничения на проведение экспери-
мента, такие как удорожание самого эксперимента, ввиду большой длительности измерений, 
усложнение измерительной системы, большая сложность работы с аналоговыми приборами.

Обойти данные ограничения позволяют цифровые методы вычисления взаимнокорреля-
ционных и автокорреляционных функций, данные методы получили активное развитие в 70­е 
годы прошлого столетия [2; 3]. Однако вычислительная сложность алгоритмов не позволила 
активно использовать эту методику.

На текущий момент существует ряд работ, в которых представлены результаты корреля-
ционных измерений в сверхзвуковых пограничных слоях, полученных цифровым методом 
[4–8]. Данные работы демонстрируют возможности цифровой методики обработки сигналов 
при взаимнокорреляционных измерениях, однако недостатком является отсутствие описания 
самой методики.
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2. Оценка корреляционной функции

Рассмотрим две выборки xn, yn, n = 1, 2, 3, ..., N из случайных сигналов x, y. Меру линейно-
сти связи xn, yn, т. е. их корреляцию, которая определяется как:

  . 

Тогда коэффициент корреляции:

  . 

Аналогично коэффициент корреляции двух дискретных сигналов для произвольного сдви-
га j­сигналов относительно друг друга:

  (1)

где Rxy – взаимный ковариационный коэффициент xn  и yn:

 . (2)

При этом нормированная корреляционная функция:

 , (3)

 для всех j. 
Ввиду того что шумы, далее исследуемые в работе, имеют гауссово распределение веро-

ятности, корреляционная функция совпадает с ковариационной (i = 0). Однако при оценке 
взаимосвязи корреляции сигналов, полученных непосредственно с АЦП, нужно учитывать, 
что из­за смещения нуля АЦП, i  0, это необходимо учитывать.

Формулы 1–3 дают несмещенные оценки только при выполнении условия N  ∞, в про-
тивном случае необходимо использовать оценку следующего вида:

 .

Удобно воспользоваться соотношением между спектральными плотностями и ковариаци-
онной функцией стационарного процесса. Данные соотношения получаются с помощью тео-
ремы о свертке функций и свойства преобразования Фурье об инверсии аргумента функции 
[11, 12]:

  

  (4)
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Взаимную спектральную плотность мощности сигналов далее будем обозначать как

  

однако оценка ковариационной функции 4 является циклической.
Для устранения эффекта цикличности необходимо перед использованием быстрого пре-

образования Фурье дополнить исходную последовательность нулями до двойного размера [9].

3. Оценка взаимной спектральной плотности двух сигналов

Основным средством определения взаимосвязи сигналов на конкретных частотах является 
квадрат функции когерентности [9–11]:

 

Для ограниченных во времени сигналов необходимо применять оценку квадрата функции 
когерентности:

 

 есть оценки спектральных плотностей (здесь и далее «шляпкой» обознача-
ется оценка величины):

 

Оценки спектральных плотностей получаются путем разбиения изначальной реализации 
длиной N на nd частей, таким образом, каждая из реализаций имеет размер N/nd, w – оконная 
функция: 

 

 

Оценка фазового угла (взаимной фазы сигналов) между гармоническими составляющими 
сигналов может быть получена на основе взаимного спектра возмущений: 

 

4. Численный анализ поведения взаимных статистических характеристик  
двух сигналов

В связи с тем что в литературе не удалось найти рекомендаций по выбору величины дро-
бления исходной реализации и выбора оконной функции для оценки квадрата функции коге-
рентности, был проведен численный анализ, позволивший определить наиболее приемлемые 
параметры для вычисления квадрата функции когерентности.
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Для адекватного использования квадрата функции когерентности необходимо знать сле-
дующее:

• среднеквадратичное отклонение оценки квадрата когерентности  от истинного 
значения квадрата когерентности  в зависимости от используемой оконной функции;

• величину среднеквадратичного отклонения оценки квадрата когерентности  
от истинного значения квадрата когерентности  как функцию числа суммирований, ис-
пользуемых для оценки, и коэффициента их перекрытия.

Данные величины можно получить с помощью численного расчета.
Для получения необходимых оценок использованы сигналы в виде белого шума, так 

как для двух сигналов вида:

 
 
где n1, n2 – белый шум, имеющий нулевое среднее значение, G – некий численный коэффици-
ент; известно точное значение квадрата когерентности [2]:

 

Среднеквадратичное отклонение  от  вычисляется следующим образом:

  ,

где коэффициент перекрытия определен как

  .

Параметр nd – это требуемое количество отрезков без пересечения, a – смещение между 
перекрывающимися отрезками (рис. 4.1). 

Рис. 4.1. Пример разбиения длинной реализации на непересекающиеся отрезки с использованием 
оконной функции Хеннинга, nd = 3, N = 300 отсчётов, a = 0. Красным показан сигнал, синим – окон-
ная функция
Fig. 4.1. An example of splitting еру implementation length into disjoint segments using the Henning 
window function nd = 3, N = 300 samples, a = 0. The signal is shown in red, the window function is shown 
in blue
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Рис. 4.2. Пример разбиения длинной реализации на отрезки с перекрытием Of = 0,7, использована 
оконная функция Хеннинга, nd = 3, N = 300 отсчётов, a = 30. Красным показан сигнал, синим – окон-
ная функция
Fig. 4.2. An example of splitting еру implementation length into disjoint segments using the Henning 
window function, nd = 3, N = 300 samples, a = 30. The signal is shown in red, the window function is shown 
in blue

Далее приведены зависимости среднеквадратичного отклонения оценки квадрата коге-
рентности от весовой функции, коэффициента перекрытия и величины дробления исходной 
последовательности.
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Рис. 4.3. Зависимость среднеквадратичного отклонения оценки квадрата когерентности от коэффи-
циента перекрытия и используемого весового окна, nd = 128, N = 4096
Fig. 4.3. The dependence of the standard deviation of the coherence square estimate on the overlap coefficient 
and the window function used nd = 128, N = 4,096
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Рис. 4.4. Среднеквадратичное отклонение для nd = 32, Of = 0,625, N = 4096
Fig. 4.4. Standard deviation for nd = 32, Of = 0.625, N = 4,096
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Рис. 4.5. Среднеквадратичное отклонение для nd = 64, Of = 0,625, N = 4096
Fig. 4.5. Standard deviation for nd = 64, Of = 0.625, N = 4,096
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Рис. 4.6. Среднеквадратичное отклонение для nd = 128, Of = 0,625, N = 4096
Fig. 4.6. Standard deviation for nd = 128, Of = 0.625, N = 4,096
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Рис. 4.7. Среднеквадратичное отклонение для nd = 256, Of = 0,625, N = 4096
Fig. 4.7. Standard deviation for nd = 256, Of = 0.625, N = 4,096

Приведенные выше рисунки (4.3–4.7) показывают, что наилучшая сходимость достигается 
при использовании окна Хеннинга для значений коэффициента перекрытия более 0,6 и макси-
мально возможной величины дробления исходной последовательности nd. Полученные резуль-
таты находятся в полном согласовании с работами [2; 3], где показано, что оценка спектраль-
ных плотностей с помощью перекрывающихся отрезков позволяет получить более точные 
значения квадрата функции когерентности.

Однако увеличение nd приводит к уменьшению разрешения по частоте, по этой причине 
в дальнейшем будет использоваться nd = 128 и Of = 0,625.

5. Экспериментальные результаты

Для демонстрации применения данной методики предлагается рассмотреть результаты 
эксперимента, проведенного в лаборатории №14 ИТПМ СО РАН. Эксперимент выполнен 
при числе Маха М = 2,5, единичного числах Рейнольдса Re1 = 6 · 106 м–1.

Эксперимент проведен в сверхзвуковой аэродинамической трубе Т­325 ИТПМ СО РАН. 
Использовалась модель пластины с цилиндрической передней кромкой радиусом 0,5 мм, пуль-
сации потока измерялись при помощи двух термоанемометров постоянного сопротивления 
(ТПС) серии CTA­2017 [13]. Один датчик был установлен на координатном устройстве, второй 
датчик монтировался под пластиной таким образом, чтобы его чувствительный элемент нахо-
дился за головной ударной волной. Использовались датчики, изготовленные из вольфрамовой 
нити толщиной 8 мкм, длиной 1,7 мм, перегрев датчиков составлял 0,8. Боковые стенки рабо-
чей части аэродинамической трубы отполированы.

Пульсационные сигналы ТПС оцифровывались посредством АЦП L­CardE20­10 с часто-
той дискретизации 750 кГц и длиной реализации 221 точек.

Рис. 5.1. Схема эксперимента: 1 и 2 – расположение 
датчиков термоанемометра, 3 – модель плоской пла-
стины с цилиндрической передней кромкой
Fig. 5.1. Experimental scheme: 1 and 2–the location 
of the hot­wires, 3–the model of a flat plate with a 
cylindrical leading edge
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При обработке данных используются следующие параметры nd  = 128 и Of = 0,625. Для ис-
ключения влияния сетевых помех используется предварительная цифровая фильтрация для от-
сечения частот ниже 200 Герц.

Рис. 5.2. Распределение коэффициентов корреляции между возмущениями свободного потока и пульсация-
ми потока над пограничным слоем при z = 0 мм, y = 7 мм:
а – автокорреляционная функция возмущений над пластиной; б – автокорреляционная функция возмущений 
свободного потока в зависимости от положения датчика над пластиной; в – взаимно корреляционная функ-

ция возмущений свободного потока и пульсаций потока над пластиной
Fig. 5.2. Distribution of correlation coefficients between free flow perturbations and flow pulsations over the 
boundary layer at z = 0 mm, y = 7 mm: a—autocorrelation function of perturbations over the plate; б—autocorrelation 
function of free flow disturbances depending on the position of the sensor above the plate; в—cross­correlation 
function of free flow disturbances and pulsations of the flow over the plate

Полученные автокорреляционные функции показывают, что пульсации в свободном пото-
ке и пульсации потока над пластиной имеют различное время когерентности.

Пространственно­временное распределение коэффициента взаимной корреляции 
(рис. 5.2, в) показывает, что существует некая взаимосвязь пульсаций на всем участке измере-
ний x = –10..60 мм.
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Рис. 5.3. a – распределение квадрата функции когерентности; б – взаимной фазы по частотам в сечении по 
x, при z = 0 мм, y = 7 мм
Fig. 5.3. a – is the distribution of the square of the coherence function, б–is the mutual phase over frequencies in the 
cross section over z, at z = 0 mm, y = 7 mm

Рис. 5.4. Распределение коэффициентов корреляции между возмущениями свободного потока и пульсациями погра-
ничного слоя при y/δ ≈ 0,6, x =  60 мм:
а – автокорреляционная функция возмущений пограничного слоя; б – автокорреляционная функция возмущений 
свободного потока в зависимости от положения датчика над пластиной; в – взаимнокорреляционная функция воз-
мущений свободного потока и пульсаций пограничного слоя
Fig. 5.4. Distribution of correlation coefficients between free flow disturbances and boundary layer pulsations at y/δ ≈ 0,6, 
x = 60 mm: a–autocorrelation function of boundary layer perturbations; б–autocorrelation function of free flow disturbances 
depending on the position of the sensor above the plate; в–mutual correlation function of free flow disturbances and 
boundary layer pulsations
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Распределение значения квадрата функции когерентности (рис. 5.3, а), показывает, что вза-
имосвязь существует на частотах до 5 кГц. Как в области x = –10..0 мм, т. е. перед пластиной, 
так и в области над пластиной, x = 0..60 мм.

Существует область (x = 10 мм), в которой взаимосвязь пульсаций свободного потока и по-
граничного слоя меньше, чем в остальных (рис. 5.2, в; 5.3, а), данное явление, возможно, объ-
ясняется прохождением головной ударной волны.

Распределение взаимной фазы показывает, что фаза имеет линейную зависимость от x. 
Околонулевой набег фазы виден в тот момент, когда верхний датчик находится непосредствен-
но над датчиком под пластиной, рис. 5.3, б, x = 7 мм.

Измерения вдоль передней кромки при x = 60 мм, показывают, что существует значитель-
ная взаимосвязь пульсаций свободного потока и пограничного слоя, коэффициент корреляции 
доходит до 0,5. Характер пространственно­временного распределения коэффициента взаим-
ной корреляции показывает, что возмущения падают на переднюю кромку плоским фронтом.

Еще одним подтверждением того, что возмущения падают на переднюю кромку плоским 
фронтом, является распределение взаимной фазы в измеренном сечении (рис. 5.5, б): видно, 
что во всем сечении набег фазы не зависит от координаты z, а только от частоты. Однако стоит 
отметить, что значения фазы являются определенными только до частот в 5 кГц. Причина со-
стоит в том, что взаимосвязь пульсаций имеет место быть только до частот в 5 кГц, это видно 
из распределения значений квадрата функции когерентности (рис. 5.5, а).

Рис. 5.5. a – распределение квадрата функции когерентности; б – взаимной фазы по частотам в сечении по z, 
y/δ ≈ 0,6, x = 60 мм
Fig. 5.5. a–the distribution of the square of the coherence function; б–the mutual phase over frequencies in the cross section 
in z, y/δ ≈ 0.6, x = 60 mm

Таким образом, данная методика позволяет определять не только наличие взаимосвязи 
между пульсациями сверхзвукового потока и возмущениями пограничного слоя, но и характер 
возмущений в потоке. 

6. Заключение

В статье представлена методика измерения взаимосвязи посредством цифровых методов. 
Работоспособность данного метода показана на проведенных экспериментах по измерению 
взаимосвязи пульсаций свободного потока и пограничного слоя при числе Маха М = 2,5, еди-
ничного числа Рейнольдса Re1 = 6 · 106 м–1.
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Использование цифровой методики оценки взаимосвязи позволяет оценить такие параме-
тры, как диапазон частот, в котором присутствует взаимосвязь возмущений, взаимную фазу 
возмущений, что применительно к измерениям в ламинарных течениях, позволяет произвести 
оценку характера волнового фронта возмущений.

Получены численные оценки погрешности определения квадрата функции когерентности, 
что является необходимым параметром при оценке диапазона частот, в котором присутствует 
взаимосвязь. 
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