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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
ЗАТОПЛЕННОЙ СТРУИ ПЕРЕМЕННОЙ ПЛОТНОСТИ 

 
Исследуются струйные течения переменной плотности методом численного моделирования. Для высокой 

точности пространственной дискретизации уравнений Навье – Стокса был выбран метод спектральных элемен-
тов. Методом моделирования крупных вихрей (LES) была проведена валидация алгоритма решения на примере 
турбулентного течения в периодической трубе при числе Рейнольдса Re = 5 300, построенного по среднерасход-
ной скорости и диаметру трубы. Сравнение статистических характеристик показало хорошее согласие с литера-
турными данными. Дальнейшее исследование было сконцентрировано на круглой турбулентной струе воздуха, 
вытекающей в пространство, заполненное воздухом, гелием или углекислым газом. Для пары «воздух – воздух» 
продемонстрировано хорошее совпадение полученных результатов с литературными данными и другим LES рас-
четом. В ходе анализа пар «гелий – воздух» и «углекислый газ – воздух» были выявлены их основные сходства  
и различия как между собой, так и с парой «воздух – воздух», выдвинуто предположение о преобладании эффек-
тов, связанных с переменной плотностью, в процессах перемешивания смеси двух нереагирующих газов. 

Ключевые слова: турбулентность, струйное течение. 
 
 
 
Введение 
 
Турбулентные потоки с переменной плот-

ностью широко встречаются как в природе, 
так и в технических устройствах. Особый 
интерес представляет влияние переменной 
плотности среды на характеристики турбу-
лентного перемешивания. В данной статье 
рассматривается каноническое струйное 
течение, которое представляет собой прото-
тип широкого класса свободных сдвиговых 
потоков. Одни из первых экспериментов 
были проведены Ахмедом (Ahmed) и др. [1] 
в 1985 г., которые исследовали закрученные 
струйные потоки воздуха и гелия. Вопросы 
устойчивости струй разной плотности (воз-
дух / гелий) рассмотрели Сренивасан (Sree- 
nivasan) и др. [2]. Монкевитц (Monkewitz)  
и др. [3; 4] исследовали интенсивность во-

влечения окружающего газа и процесса пе-
ремешивания в переходных осесимметрич-
ных струйных течениях, где разность плот-
ностей достигалась нагревом воздуха. 
Панчапакесан и Ламли (Panchapakesan, Lum- 
ley) [5] также исследовали струю гелия, ис-
текающую в воздушное пространство. Ак-
цент в их работе сделан на исследовании 
дальнего поля струи и автомодельные ха-
рактеристики. Джеридани и Амиель (Djeri- 
dane, Amielh) [6] представили эксперимен-
тальные результаты по изучению струй ге-
лия, воздуха и углекислого газа, которые 
часто служат для верификации расчетов с 
переменной плотностью, например в работе 
Ванга (Wang) и др. по исследованию осе-
симметричных струй переменной плотности 
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[7]. Такие расчеты в настоящее время про-
водятся разными методами [8; 9]. В данной 
работе мы исследуем струйное течение воз-
духа при фиксированном числе Рейнольдса, 
которое истекает в пространство, затоплен-
ное воздухом, гелием или углекислым га-
зом. Такая постановка задачи позволяет 
проводить прямое сравнение между тремя 
случаями, поскольку входные граничные 
условия фиксированы. 

 
Основные уравнения 
 
В данной работе для расчетов течения га-

за с переменной плотностью используются 
уравнения Навье – Стокса в приближении 
малого числа Маха, которое справедливо, 
когда характерная скорость потока U много 
меньше скорости звука в среде 0с . Данное 
приближение позволяет не учитывать (от-
фильтровать) акустические волны, которые 
накладывают ограничения на шаг вычисли-
тельной сетки и шаг по времени. В даль-
нейшем везде будем работать с переменны-
ми, обезразмеренными на ,L  ,U  0  – 
характерные размер, скорость и вязкость, 
соответственно. Итоговые уравнения, опи-
сывающие движение газа, выглядят сле-
дующим образом:  
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обозначает тензор вязких напряжений. Здесь 
использована декомпозиция поля давления 

   0 1 ,p p p   где  1p  – так называемое 
гидродинамическое давление, которое ведет 
себя аналогично полю давления в несжи-

маемом случае, а  0p  – термодинамическое 
давление, не зависит от пространства и вхо-
дит в уравнение состояния, которое будет 

приведено ниже. Во всем пространстве тем-
пература считается постоянной, однако пе-
ременная плотность потока связана с пере-
мешиванием нереагирующих различных 
газов (воздух, гелий, углекислый газ). Для 
описания процессов смешения необходимо 
учитывать дополнительное уравнение пере-
носа на концентрацию c : 
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где  Sc D    – безразмерный параметр, 

называемый числом Шмидта, характери-
зующий отношение интенсивностей диффу-
зии импульса к диффузии вещества, D  – 
табличное значение коэффициента взаим-
ной диффузии воздуха в спутный поток  
газа. 

Величина  возд газа воздc m m m   пред-

ставляет собой массовую долю воздуха в 
общем потоке, поэтому в подводящей трубе 
всегда 1.c   В случае спутного потока гелия 
или углекислого газа используется гранич-
ное условие 0.c   В случае идеального газа 
для уравнения состояния Менделеева – Кла-
пейрона с постоянной температурой смеси 
нереагирующих газов получим 
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где ,uR  возд ,M  газаM  обозначают универ-

сальную газовую постоянную, молекуляр-
ную массу воздуха и молекулярную массу 
газа, соответственно. Уравнение (1) норми-
ровано таким образом, что при 0c   

газа ,    а если 1c  , то возд .    Отдельно 

следует рассмотреть определение коэффи-
циента динамической вязкости смеси n  не-
реагирующих веществ. Согласно работе [10] 
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где jX  – мольная доля j-й компоненты сме-

си, j  – вязкость j-й компоненты смеси, а 

jk  – коэффициент вязкого взаимодействия 

j-й и k-й компонент смеси, который выража-
ется формулой 
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где jM  и kM  – молярные массы j-й и k-й 

компонент соответственно. Мольная доля 

jX  связана с массовой долей jc  соотноше-

нием 
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Например, в случае пары «воздух – He», 

где индексом 1 будем обозначать величины, 
относящиеся к воздуху, а индексом 2 – к 
гелию, итоговая формула расчета вязкости 
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Значения используемых параметров для 

всех трех газов (воздух, гелий, углекислый 
газ) при 20 С представлены в таблице:  

 

Газ , 
кг/м3 

10–8, 
Пас 

D, 
см2/с 

М, 
г/моль 

Воздух 1,293 1 812 – 28,98 

He 0,179 1 946 0,62 4,002 

СО2 1,977 1 463 0,21 44,01 

 
Полученные результаты 
 
Основная расчетная область представля-

ла собой цилиндр с радиусом сопла6D  и дли-

ной сопла17D , где соплаD  – диаметр круглой 
длинной трубы, из которой вытекает воз-
душный поток в затопленное пространство 
(рис. 1). Удобно в дальнейшем использо- 
вать цилиндрическую систему координат 

 , , ,z r   расположенную в центре кромки 

трубы. Ось z  направлена вдоль струйного 
потока, r  и   обозначают радиальное и 
азимутальное направления соответственно. 
Входные граничные условия генерируются 
в отдельном вспомогательном расчете тру-
бы длиной сопла5D  с периодическими гра-
ничными условиями, которые далее копи-

руются (поле скорости в некоторой фикси-
рованной плоскости r  ) на каждом шаге 
по времени в основную область. 

 
 

 
 

Рис. 1. Геометрия основной расчетной области 
 
 
Величина скорости спутного потока по-

стоянна и равна 0,04U , где U  – среднерас-
ходная скорость в трубе. Число Рейнольдса, 
построенное по U  и соплаD , равно 5 300. Та-
кой выбор обусловлен наличием данных в 
литературе для валидации расчета. Гранич-
ные условия на боковых поверхностях ос-
новной вычислительной области и на выхо-
де соответствуют условиям Неймана для 
поля скорости. 

Количество узлов дискретизационной 
сетки составляет 655 тыс. для подводящей 
трубы и более 15,8 млн для основной вы-
числительной области. Для их построения 
использовались полиномы Лагранжа в степе-
ни 7N  . В слое смешения и около твердых 
границ производилось сгущение вычисли-
тельной сетки, для того чтобы «разрешать» 
мелкомасштабные вихревые структуры, 
возникающие в этих областях. Явная модель 
для «подсеточных» напряжений отсутству-
ет, но в LES расчетах на две высокочастот-
ные моды был наложен параболический 
фильтр с амплитудой 5 % для последней 
моды согласно работе [11].  

Для валидации расчета сначала мы про-
вели сравнение осредненных характеристик 
для периодического расчета в трубе. Как 
видно из рис. 2, профили средней скорости
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а                                                                            б 

 
Рис. 2. Сравнение профилей средней скорости (а) и среднеквадратичных пульсаций (б)  

с DNS [11] (WM) и LES расчетами [12] (Reference). 
 
 
 

 
 

Рис. 3. Мгновенное (сверху) и осредненное по време-
ни (снизу) поле продольной компоненты скорости. 
Вертикальные линии указывают сечения, в которых 
проводилось сравнение статистических характеристик 
 
 
 

zu  и среднеквадратичных пульсаций z zu u    
2
z z zu u u   с хорошей точностью совпадают 

с данными [12; 13]. 
Далее данные [13], представляющие со-

бой результаты аналогичного LES расчета, 
будут использоваться для сравнения стати-
стических характеристик в струйном пото-
ке. Следует отметить, что пик в профиле 
среднеквадратичной скорости пульсаций из 
данных [13] недостаточно аккуратно пред-
сказан, что отразится также и на сравнении 
результатов в ближней области струи. Про-
ведем сравнение радиальных профилей сред-
ней скорости и среднеквадратичных пульса-
ций в сечениях, показанных на рис. 3. 

Полученные результаты согласуются с 
данными из расчета [13]. Разный уровень 

среднеквадратичных пульсаций в периоди-
ческом расчете в трубе приводит к некото-
рому несоответствию решений вблизи кром-
ки сопла  сопла 1 .z D   Несмотря на это, во 

всех рассмотренных сечениях результаты 
находятся в отличном соответствии друг с 
другом, что говорит о достоверности расче-
тов (рис. 4). 

Для дальнейшей валидации было прове-
дено сравнение энергетического спектра 
продольных пульсаций  zzE  в зависимости 

от безразмерной частоты St fL U  (числа 
Струхаля), рис. 5. Для этого был проанали-
зирован мгновенный сигнал из точки с ко-
ординатами сопла 1z D   и сопла 0,5.r D   
Видно, что низкочастотная часть спектра 
находится также в хорошем согласии с ре-
зультатами [13]. 

Расчеты смешения струи воздуха со 
спутным потоком другого газа (He или 
CO2), который изначально заполняет все 
пространство, начинаются с нулевым полем 
скорости во всем объеме. В начальный мо-
мент времени 0t   в качестве входных гра-
ничных условий в сопло подается уже пол-
ностью развитый турбулентный поток. 
Интересно рассмотреть скорость распро-
странения «фронта» концентрации вниз по 
течению со временем. На рис. 6 показано 
мгновенное поле концентрации в различные 
моменты времени t. 

Интуитивно понятно, что тяжелый газ 
будет распространяться в легкой среде (воз-
дух – Не) быстрее, чем легкий газ в тяжелой 
среде (воздух – CO2). Взаимодействие гелия
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Рис. 4. Сравнение осредненных по времени радиальных профилей скорости и среднеквадратичных пульсаций  

для расчета «воздух – воздух» с данными работы [13] в сечениях соплаz D  1, 4, 7 

 

      
 

Рис. 5. Сравнение спектра zzE с [13] 
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Рис. 6. Поле концентрации c для двух расчетов (Не, CO2) в различные моменты времени.  
Красный цвет соответствует значению c = 1 (воздух), синий – c = 0 (Не или CO2) 

 
 
 

 
 
Рис. 7. Сравнение скорости распространения струи 
воздуха в окружающем газе для системы «воздух – 
СО2» 
 
и воздуха характеризуется относительно 
числа Рейнольдса лок лок лок локRe D U     
в слое смешения из-за падения величины 
плотности и увеличения вязкости согласно 
(1)–(5). На рис. 7 показано изменение коор-
динаты рассматриваемого «фронта» поля c  
в зависимости от 1 2t  вместе с данными не-
давней численной работы [14], в которой 
исследовалось распространение струи (воз-
дух – воздух) с почти однородным ламинар-
ным профилем скорости из сопла с поджа-
тием при более высоких числах Рейнольдса 

 5Re 1,9 10 .   

При этом струя воздуха в гелии распро-
страняется значительно быстрее, как уже 
было отмечено ранее. Можно предполо-
жить, что для рассматриваемого нестацио-
нарного явления влияние переменной плот-
ности – более важный фактор по сравнению 
с величиной числа Рейнольдса и уровнем 
турбулентности на входе. 

На рис. 8 показано сравнение средних 
профилей скорости и среднеквадратичных 
пульсаций в тех же сечениях, что и прежде. 
Результаты для пар «воздух – воздух» и 
«воздух – СО2» достаточно похожи. В слу-
чае пары «воздух – Не» можно отметить, 
что продольная скорость затухает медлен-
нее, чем в других рассмотренных случаях. 
Кроме того, уровень турбулентных пульса-
ций оказывается более низким, что как раз и 
связывалось ранее с понижением локально-
го числа Рейнольдса в слоях смешения из-за 
меньшего значения плотности. 

Дальнейшая работа включает в себя бо-
лее подробный анализ статистических ха-
рактеристик полученных решений, а также 
исследование влияния скорости спутного 
потока на процессы перемешивания струи 
переменной плотности. Особое внимание 
будет уделено анализу эволюции характер-
ных динамически значимых вихревых 
структур в потоке. Полученные результаты
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Рис. 8. Сравнение осредненных по времени радиальных профилей скорости и среднеквадратичных пульсаций  

для всех трех расчетов в сечениях соплаz D  1, 4, 7 

 
 
 
будут являться важным звеном в теории за-
топленных струй с переменной плотностью. 

 
Заключение 
 
В данной работе исследуются сдвиговые 

турбулентные течения при помощи методов 
численного моделирования. Для аккуратно-
го расчета динамики турбулентного потока 
был выбран метод спектральных элементов, 
который обладает высокой точностью при 
пространственной дискретизации уравнений 
Навье – Стокса. Методом моделирования 
крупных вихрей (LES) было проведено ис-
следование круглой турбулентной струи 

воздуха, вытекающей в пространство, за-
полненное воздухом, гелием или углекис-
лым газом. Для пары «воздух – воздух» бы-
ло продемонстрировано хорошее согласие 
полученных результатов с литературными 
данными. В ходе анализа расчетов с гелием 
и углекислым газом были выявлены их ос-
новные сходства и различия с парой «воз- 
дух – воздух» и данными из литературы, что 
позволило выдвинуть предположение о пре-
обладающей роли эффектов, связанных с 
переменной плотностью, в процессах пере-
мешивания смеси двух нереагирующих га-
зов. Данная работа подразумевает дальней-
шее детальное исследование различных 
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статистических характеристик течений и их 
динамических особенностей, включая ана-
лиз наиболее энергонесущих вихревых 
структур. 
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NUMERICAL SIMULATION OF STRATIFIED SUBMERGED JET 
 

In this paper, stratified jet flows are investigated using the numerical simulation method. For  
a high accuracy of spatial discretization of the Navier-Stokes equations the method of spectral  
elements was chosen. By the method of direct numerical simulation (DNS) the solution algorithm 
was validated using the example of a turbulent flow in a periodic pipe with Reynolds number  
Re = 5 300, constructed using the average velocity and the diameter of the pipe. Comparison of sta-
tistical characteristics showed good agreement with the literature data. A further investigation was 
concentrated on a circular turbulent air jet flowing into a space filled with air, helium or carbon di-
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oxide. For the air-to-air pair, the results are shown to be in good agreement with the literature data 
and other LES calculations. During the analysis of the helium-air and carbon dioxide-air pairs, their 
basic similarities and differences were revealed both with each other and with the air-air pair, it was 
suggested that the effects associated with stratification predominate over viscous effects. 

Keywords: turbulence, jet flow. 
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